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पुननिवेदनम्‌ । 


ग्रन्थस्यास्य प्रथमभागस्य प्रकारानावसरे मया निवेदितं यद्भन्थान्ते विरदोघ- 
भपञ्चः प्रद्रितो भविष्यति । परञ्च महा दुस्तरेऽस्मिन्महायुद्धकाठे प्प्राश्यभावा- 
दविशेषटेखनादिदानीं विरम्यते । युरोपीयगणिते 'छिमिर' शब्देनाव्यक्तस्य यन्मानं 
कृर्प्यते तच्रास्मिन्म्रन्थे एकधैव तन्मानं शुन्यं मत्वा गणितं प्रदरितम्‌ । पवं 
स्वरूपाणां ठेखनेऽपि किश्चिद्धेशि्यमस्ति । सर्वमिदं कालान्तरे चङराहिकखन- 
परिदिएररूपेण प्रकारितं भविप्यतीत्यारासे । 
अत्र विरोषत इदं कथनीयमस्ति यद्धणितविधाप्रचारायं वियारसिकैः 
` कारिकराजकीयसंस्छतविद्याख्याध्यक्षैः श्रीमद्धि्क्टरमङ्गलनरर्वराखिवर्यैयया 
दुमेच्छयेतादशदुकंमपुस्तकभ्रकाशानाय यतितं तत्रास्माकं दौभौग्या्धोयो मूलच्छेद 
पव ददयते गणितविपषयक्रपरोक्चाया अपाकरणात्‌। तथापि दढ्मारासे यदिश्वेश्वर 
कृपया तादो गणितप्रकषंकाटः समागमिष्यति यदा पुनरपि वद्वाद्रेण ग्रन्थरलमिदं 
कारिकराजकीयसंस्कृतपरीक्षासख पाठ्य रूपेण स्वीकरिष्यते इति निगदति 


कादयां सरसखतीभवने } वरृदेवयिश्रो 
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प्रक्रम | 
८ दविगुणचङ का वर्णन 
५.९। तास <. 

५९। -तायतार इखसरे स का पता ख्गाना 

६० सकेमानमेंदो विधि परसेविरोष्र वः 

६२। |  [क(र) ताय तार का अथं 

६२। ६० घक्रपमर से सान्त दिशुणचलानयन 

६३। ६२ चं प्रक्रम के सिद्धान्त को २ पक्रम से सिद्ध करना 

21 [कय तार मे विरोप | द 

६५ यदि फ(य,र) = फा(य) > फि(र) तो इसके 

सान्तद्धिगुणचर मे विद्ोष 

द्द] अिगुणचटलानयन | । 

2&७। क्रिया समेत कु उदाहरण ओर अभ्यास के लिये. परञ्च 

६८। चटखरारिकलटन मं कु विशेष | 2६ 
षश्ाध्याय २। 

६९ वक्रक्षेत्नो के चापानयन मे विधि प 
७०] परवदलय (122721012) का चाप जानना ध 
७२१। चक्राख्द्‌ ((.१५०1५) का चाप जानना 

म॑ 

७२। र = अयनं इख वक्र का चादानयन द 

७३। कातन्वटी ((.2६€121$) का चापानयन | 

= २ चि 
७४। यञ + रउ = अः इस वक्र का चापानयन त 
७५ ६९ वें पक्रम-मं विच्छेप ४ 
७६ खाघुरिक्थिक वक्र (1.08111111010 (1९6) का 

। चापानयन । 5० 
७७ दीधेवृत्त का चापानयन ` नः 
७८। अतिपरवल्य का चापानयन < < 
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आकिमिडिज् के सर्पिर्‌ का चापानयन (111८ 5]01141 
01 1611111९ त€5) 

रु = अ(१ +-कोज्याप) इस वक्र का चापानयन 
खाधुरिक्थिक सपि का चापानयन 

अपचक्राख्द्‌ (1116 ४५८1014) का चापानयन 
अतिचक्राख्द (र +7०८१»1०1त) का चापानयन 
स्पशंरेखा पर मूटविन्द से पङ छम्ब ओर य असे 
उत्पन्न कोण इन दोना के वशा से वक्र का चापानयन 

८४ प्रक्रम की व्याक्चि के लिये दो उदाहरण 

अतिपरवलख्य के चापानयन में दयाण्डन का सिद्धान्त 
(1.2104€115 "11160711 011 2 11 &])€ा 0011८ ८.) ... 
डाक्टर ग्व का सद्धान्त (11101611 01 121 
९-1-९५) 

पएकनाभिक अतिपरवटखय ओर दीधघेचरत्त मे विद्ोष 
डिकारंस के आवद (021 2८5८1168) क्रा 
चापानयन | 

वक्र के अनव्रत से चटज्ञान के विना चापानयन 

भुज, कोटि के रूप मे यदि चाप्‌ विदित दो तो अनवदरूत 
का समीकरण 

अक्षीय भुजयुग्म के रूप मे जो चाप है उससे अनव्रत 
का अकश्चीय अुजयुग्म सम्बन्धी समीकरण का ज्ञान  ..- 
वक्र के स्पशं रेखा से ओर वक्रस्थ नियतविन्दु की स्पर्शी 


रेखा से उत्पन्न कोण जो हौ उसके फटरूप मं चापानयन ... 


चापस्पारिकसमीकच्छरण से वक्र का समीकरण जानना ... 
चापस्पारिकसमीकरण से वक्रजातीयचत्त का 


ध्यासाद्धं जानना | 
चापस्पाशिकसमीकरण से अवदत का समीकरण जानना 


चाप पर से वक्र के भुज, कोटि का ज्ञान 
आक्ारीय वक्र का चापानयन 
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आकाशीय चक्र मे अक्षीय भुजयुग्म से विशेष ल 
अन्तरिश्चीय वक्र की स्परों रेखा पर मूखचविन्दु से पडे 
लस्व से चापानयन, ओर अभ्यास के लिये पदन 


खपम्माध्याय ५) 
वक्र के फटानयन की विधि ्‌ 
चत्त का फखानयन 
दीधच॒त्त का फटानयन 
परवटय का फलखानयन 

= अय इस वक्र का फटानयन 
अतिपरवदय का फटखानयन 
चक्राद्‌ का फटानयन 
कातन्वटी का फटखानयन 
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र 3९ 
(ज) रम+-१ + (क्त) रन + १ = १ इस वक्र का फटानयन 


फलखानयन मे सीमा के विचार मे विशेष 

सम्पूणं वक्र के फटानयन म विरोष 

दो कोटियो के भीतर फलखानयन मे विरोप 

दो वक्रां के चाप ओर उनके कोस्यन्तर से वने क्षे का 
फलानयन 4 

दो वकरो से सीमित प्रे का फटानयन 

११४-२१९५ प्क्रमो की व्याप्ति के यिये प्क उदाहरण 


अक्षीय अुजयुगम से चक्र का फटडानयन १ 


समालिक सपिंङ ( स्पा व्हुपार 50141) का 
फटानयन 8 तः 
अ्षीय अुजयुग्म पर से परवख्य का फलानयन 

श्रु = अप + ज्याष) इस वक्र का फटानयन 
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परक्रम 
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चिरोपयर्णन । 


राङ्क कं प्रृषटफर का प्रकारान्तर 
गोट का पृरषएटफटानयन 
बृह्यास के चारो ओर दीघेचरत्त कं घूमने से जो घनश्च 
दा उसका पृष्ठफलानयन = 
प्रचलय का चाप य अश्च के चारो ओर घुम कर जो घन-` 
क्षे चनाता हे उसका पृष्ठफटानयन 

चछएतन्वटी ((-21€1121+) का प्रषठफलानयन 

पृष्ठफट में विरोष 

श्र = अ (१+ कोञ्याप) इस चक्र के स्थिर रेखा के चारो 


ओर श्रूमने से जो वक्र हो उसका पृष्ठफलखनयन धः 
स्परोधरातट का साधन अ 
परिणतक्े्र का फलानयन ्‌ 
स्परीधरातरु से किसी घनक्षे्र का प्रष्टकलट ` त 


घनष्छेज कृ पृष्ठ में विरोष 

स्परधरातल खे पृष्टफलानयन मे विोप 

प्रष्ठ के अक्षीय समीकरण से प्रष्टफलखानयन 
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समसूची का घनरूटखानयन 

गोर का घनफलटानयन 
परवल्य के य अश्च के चारो ओर घूमने से जो घनक्षेत् 
दो उसक! घनफलखानयन 

य अश्च के चारो ओर घूमने से चक्राद्‌ के घनक्षे्न का 
घनफटखानयन हः क 
र अश्च के चारो ओर श्रूमने से चक्राखद्‌ के घनक्षेत्र का 


घरनफटलानयन ° 
परवख्य के र अश्च के चारो ओर धूमने से जो घ्ननश्े्न दो 


उसका घनफटानयन 
दो घनक्षेत्र ओर दो धरातल कं भीतर घनक्षे् खण्ड का 
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पष्ठ 
१६२बे पक्रम मे विरोप „ - २५४०-५ 
घनफर्‌ में विरोप २५५ 
देधेच् ततीय घनक्षे्र का प्रष्टफलानयन २६५ 
किसी सूचीक्षेज का घनफटखानयन २८५५-२ 
राङ्क, अतिपरवटयिक ओर दो छभ्वरूपी .धरातल के भीतर 
घनक्षे्र का घनफलखानयन ; 5 २७ 
१६७ वें परक्रम का विरोप २७६--२9७9 
स्व्रान्तर से घनफटानयन क ~ 
द्विशणचलखानयन से घनफट | २४७-२४८ 
विरोषधघनक्षेज् का घनफटानयन २७८ 
व्यापि दिखाने के लिये प्रकार २४८--२७९ 
घनफलानयन मे विदोप २५९ 
घनफलखानयन मे विदोष । ,.. ˆ २५९--२५० 
दे्धव्रत्तीय घनक्षेत्न का घनफटानयन | २५५० 
एक विरोपधघनक्षे् का घनफटखानयन , .... ` २५०-२५र 
दूसरे एक विरोपघनक्े्न का घनफटानयन २५१ 
प्रकारान्तर से घनफटानयन ,.. २५९१-२ 
# श + म ९ [4 क, - 
जिस ण्ठ का ल=अ इ त यह समीकरण है उस के ओर 
यर अक्ष के भीतर के घनक्ेज का पृषठफलखानयन ` ... : २५२ 
घधनफलसाधन मं विरोप ,., २2५२-२ 
नटक के खण्ड का घनफटानयनं - २५३ 
१७८ वें परक्रम में विशोप .. ` २५२ २५४ 
एक विशेषधनक्षे्न का घनफटानयन न २५४ 
शरु = अ (१ + कोज्याप) इसःवक्र के स्थिर रेखा के चारो ओर . 
घूमने से जो घनक्षेतं होगा उसका घनफटानयन . '२५४--२५५ 


दो विदि्यनश्चेजो के घनफख मे संबन्ध, ओर अभ्यास के ` 


व्यि प्रश्न ` ; -.„ २८५५-२ 
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| उप्रामय ज्यानय ताय क्रा मान 


प । + 
५ द ज्याय क्रो ज्याय ताय का सान 
७ सः 

०० फ (य) 


फा(य) ताय क्रा मत 


= © > 
१८९ वें प्रक्रम का एक चमत्कृत उदाहरण 


यन अः 
ह ~ यंतं ताय क्रा मान 


१९०--१९९ घक्रमो मं विदोघ छ: 
सान्तचखानयन की विधि से तात्कालिकसंवन्च ज्ञान 


की 
स | फ(य,ग) ताय यहां ग को खतनच्र मान 


त 
न का मान जानना 
१९४७ वे पक्रम मे विरोष 
का मान्त की रीतिसे 


क उदाहरण 


२६४ 
२९६०५२६५ 
२६५- २६७ 

2.59--२६९ 


२६९.- २.5० 


` २७०- २.७१ 


` , २७१-२,७२ 


फ़खानी का सिद्धान्त (11160171 ० [गि] श्11) .... 


यूर के चर (पालां दा [7६९६7215 
यूखर के पहले चर मे विरोष 

यकर के दूसरे चर मं विदो 

यकर के दूसरे चख मे दूसरा विशेष 
यकर के दोनो चलां मे संबन्ध 


{गा(न); ` 


{ न्ना (न-भम); {गा न~+म); काम्रान ~ ` 


२२७२-२ ७३ 


२७२ २७५ 
२.७५-२,७६ 
२.७६- २.७७ 


२.७७--२७९. 
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= ¢ 
विरोधवणन । 


गा (१-म) गाम) का मान 
गा(९--)गा (९- क). - 
गास ((21155) का सिद्धान्त 
२०७ धक्रम मे विरदोष 

२०८ प्रक्रम म धिरोप 

दा (१+य) कामान श्रेदीमें 

गा (१९+य) का न्यूनतम मान 


| ९ -अय्यः 
द 
8 


11 [चर वरम ष्ठन-२ "तालख्तारताय कामन 


ताय का मन गहपफट मे 


गाढफट के रूपमे 
0/1 मन अ, क 
| | "अर ऋ लः ` *"'ताखः तक्र ताअ१्का 


मान गदल के रूप मं 
एकः अनेक शुणचल को एक चकम ङे आना 


पक जिगुणचर को एक चरमं टे आना. अ 


पक द्वियुणचलर को एक चख में ठे आना 


ष अः ९ भ्‌ 
॥ = इ¬ " कोञ्याररय ताय का मान 
॥ © 
१ 


-ज 
4 चारन तायका मान 


(य +अग्तायका मान. 


 [ प्यम(लायोन ताय इसका मान | ॐ 
© > 


१ ट य ताय ,. 
| 1 ° पच का मान 
४ ‡ -य 

© 


सान्तचखानयन क खिये पकं सिद्धान्त 
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. १~-२ अकोज्याय+अ 


विरोषचणेन 1 


| द | 
| ' फ(य,ज) ताय ताज का मान 


1 ००. 


© 


(त ताय, | ^ 


क्रे मान 
/ 00 
© 
कोज्या (०), ज्या (८) के मान 
सान्तचटखानयन मे विरोष 
२२९ वं पक्रम भे विरोष 
२२९ वे पक्रम मे दूसरा विरोष ` 
२३१ वं पक्रम में विरोष 
_ १-अ 


इ~ 


कोज्या अर 


यं ताय 


ज्यांगय 


चट्‌ ताय का मान 


र कामानध्रेदीमं 


ताय 


०० . ९ 
/ १+य १-रअक्तोञ्यागय~+अ = 4. 


0 <~ ० २ तदय . 
| खा (१-र्भकोस्या गय+अ ) + च क्म मान 
6 ६ 
० यज्यागयताय 
न्न ------------ -- 
1 १-रअकोसञ्यागय +य व 
© 
टेखर के सिद्धान्त से सान्तचदखानयन 
असस्भाव्यसंख्या से सान्तचटखानयन 
दैध॑च् तीय चल सरे विरदोष 
२३९ वें प्रक्रम मे विरोष 
देधश्रत्तीय चख से ओर विरोष ` ४ 
थम ओर द्वितीय देधेच्र ततीय चरु मे संवन्ध 
प्रथम ओर ततीय देधेच्रत्तीयचट मे संवन्ध 
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२९१७ 


१४. 

प्रत्रम 
-3-1-1 
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२४६। 


२ 4 4 | 
२५६, 
२५७, 
२५८] 


(4 र | प 


विरोषवणंन । 


` फ८(य) का मध्यम मान सान्तचलख से 


खागा (१+य) का मान जानने के लिये सारणी 
यूलर के दूसरे चख में विरोष ओर अभ्यास के 
लिये पदन 


द्राभाध्याय १०) 
क्रम को वदट कर चद्ानयनं 
२७७ पक्रम का एक ओर उदाहरण 
[ | दातार तायकोचवओरचके रूपमे वदना 


कुछ उद्ादरण 

दविशणचल का परिवत्तेन श्चेचरीति से ६; 
चिशुणचख को नये तीन चल के रूप मे वदलना 
ऊपर के पक्रमां के कु उदाहरण | 
चटराशिकलन से चिकोणमितिफल को श्रेदी में 


टे आना 
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भः को जक कि नि 


पञ्चसाध्याय। 
दो वा अनेक चखरारिया के वदा से चटलानयन । 
वा द्विगुण चट । 


५८। पिच्छरे अध्यायो मे उन चदटखानयनो का वणन ह जिनमे एक ही चट 
हे अर्थात्‌ जव तात्का्िक सम्बन्ध फ(य) इस चार का है तव इस के उला- 
नयन का वणेन हो चुका । परन्तु चलनकलन से जटा दो चरराशि वां अनेक 
चटरारि के फर दो वहां सिद्ध दे कि 
तास 


म ब नो 
स = फयःर) तो तायतार 





= फा(यः,र) वा स= फ(यःरर) तो , 
--ताख = फा(य,र,ल) इस लिये अव इरः अध्याय का मुख्य उदेद्य 
तायतारताख 
यह है कि फा(यःर) वा फा(यःरुर) पर्से स ` के मान को छेआनेका नियम 
जानना । | 
५९ चटनकलखन के (दवें अध्याय से प्रसिद्ध हे किं 


तास _ ता | ता _ तातः 


द तार ताय 


= फ(य,र 
तायतार ताय ध्यः) 


इस लिये सः! = ./^ फ(य,र)ताय यह ठीक पिके अध्यायो से सिद्ध दो 
जायगा यदि फ मे रको स्थिर मानदो) मानो कि 


 [ फ(चर) ताय = फा(य,र) इस घटय त = फा(य,र) 


कर्व ने 


# 


॥ 


, स = „^ प्ा(य,र) तार यह भी पिरे अध्यायो से प्रसिद्ध हो जायगा यदि 


इसमेय को स्थिर मानो! 
4 ~ तास 
यह भी विचय तो जिस तरद से व्ल 


आता हे दीक उस के वियसीत क्रिया से यहाँ सख आता दे । 


इस का मान चख्नकट्न से 


द लास तास 

| क्र च अ च ऋ न 

६०। चटनकटन के (च्फेवे अध्याय से सिद्ध दे कि तुयत कत्तं 
इस ट्य ¦ ¢ 
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१२२ चटरारिकखन । 


स = .^ फा(यःर)तार = „^ { .८^फ(यःर)ताय } तार या,स =, { फ(य,र)तार } ताय 
इस. तरह से दो तिस के जानने के ये उत्पन्न होती षै करि फ(य,र) 
मे पटे र को स्थिर मान तायके वासे चलटज्ञान कशे फिर इस चल 
मेय को स्थिर मान तार के वरासरे नया चट निकाटो तोसख का मान 
होगा । वापहटछे य को खिर सान तार के वदा से चट निकालो पिर 
इसमे र को स्थिर मान ताय के चदा सरे चखन्ञान क्रो तो यही स का 
मान दोगा । 
इस पकारसेसकादो सान आया । कट्पना करोकि एक सान टा, दूसार दा, 
हे तो विपरीत क्रिया से 











यल (य,र) = रमं अन्तर कर्मे सें 
_ ताच्चाः _ तादा _ ता | दा? ॥ रा> | 
तायतार वतायतार ताय तार तार.॥ ताय. तार 
यदि. दाः--दा = शा इस य्य - <> यदय का कोद पफल नदी दो सकता 
ता(स्थि) 


सेवाय स्थिरा क च्वाकरि तुले यही -शून्य के समान होता हे इस 


क क 


लिये त्रा = दि (र) " शा. = ^ पिः (र) तार+स्थिदसमे भीस्थिराङ्कयका 





#~ #^ 


कोड फट होगा क्याकि पि (गोमय को स्थिर सानादे। मानो कि स्थ = फी(य) 
दरस टये रार = दाः- रा = .^ पि (र) तार + फी (य) = पफा(रः) + फी (य) 


यदि फ (र) तार=का (र) 


क कड 


दस से यह सिद्ध हदातादेकरिं दोनो विधियोसेजोदो प्रकार के स उत्पन्न 
होते है उनका अन्तर द्‌ फटा के योग त॒स्य हे जिनमे एक केवर य का-ओर 
दूसरा केवल र काफरटे। 
६९१ । पिच्छ प्रक्रम में "जो स = .⁄८ { ./८प(य,र)ताय } तार यह हे इस में 
{ } इसको उड़ा दं तो „^. फ(यःर)तायतार णेसा होगा अव 
यदि „^^ फ(यःर)तायतार इस का अथं -ठेसा समश्च क्रि पटे ताय के वरा 
से चख निका फिर तारकेवरासे निकाटादेतोः{ } इसके देनेका कुछ 
आवदयक नहीं । इसी पकार .^.८ फ(यःर)तारताय इस से यह समन्यो कि 
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द्विगुण वा चिगुण चखानयन । | १२३ 


पहर तार के वासे फिर ताय के वशा से चरु निकाला गया ह इसी- 
तरह „^ .^.^ फ(यः र, ट) ताग्तारतार इस से समश्ना . चाहिये करि पदे 
ताय, तव तार, ओर फिर ताट करे वासे चरका मान अपेक्षित है अर्थात्‌ 
फक केपासजोतारहे उसके वरा से पदे फिर ज्यो ज्यौ द्र्मेतादहं रमसे 
उन के वदा से चर निकाटना दे। 

मेने लाघव के लिये वारः वार अनेक को न छिखकरः यह संकेत मान लिया 
हे इस म कुछ विरोप नदीं चष्टे उल्टेदी रीति से तुप उसी अर्थं को भका 
कर सकते हो अथात्‌ जो ता सवस दरदो उसी के वदा से पह फिर यथासन्नं 
के वरा से। 

जैसे यदि फ(य,र) = अय्र + कर्य तो 

^` फ(यःरः) ताय तार = ././८(आअयष्र + करष्य)तायतार 


३ \ 
[शच र, करय | तारं 


अयरः , क्रव्य यर 
= सल =< (अय + कर) यह पददा स का मान हआ । 


आर «^ .^ पफ (यर) तार ताय ^ ./^ (अय र न कर्य) तास्ताय 


द 
| [= र रय ताय 


ख ४ ब्‌ 
= ---- + र = 4८ (अय+ कर) यद दृखरा स हआ । 


यहा पर स्थिराङ्खोको कोड दियादे।. 


क, 


६२ । जव साथ पकम से सिद्ध है कि 
<^. फ(यःर)तारताव--.^^.^फ(यः,र)तायतार = फि(य) + फी(र) ` 

इस लिये .^./फ(यः,र)तारताय = ./^.^फ(यःरः)तायतार + फि(य) + फी(र) (१) 
यहां यदि .फ(यःर) ताय = फा(य,र) ओर .^फ(य,र)तार = फा^(य,र) 
तो. ./ फ(य,र) ताय तार = .^ फा(य;र) तार = फारय,र) 
ओर ./.^फ(य,र) तारताय = ./^फाः(य;र)ताय = फाः(यःर) 
इस लिये ‰ ^ -फ(यःर)तारताय = ^ { फाः(यःक) --फा(यःअ) } ताय 


वा. . /क्फ(य,र)लारताय = ./षफा^(य,क)ताय--./व्ाः(य;+अ) ताय 


= फा(घःक)-फा(गःक)- फा(घःअ) + पाः (ग); . ~ -- .*- --~(२) | 
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१२७४ चटखरारिकटन । 


र इसी तरह. >^" फ(य,र)तायतार = { फा(व.र)-पा(ग,र) } तार 


. = ५ च्का(घःर) तार ^ फा(गःर) तार 


= फार(घःक)--फार(घ,अ)--फार(गःक) + फार(ग,अ)... .--...... (२) 
परंतु (१) से 
फाः(य,र) = फार(यःर) + फि(य) + फी(र) 
इस दिये, फा९(घ्,क) = फा>(घ,क) + पि (घ) + प्ी(क) 
फाः(ग,क) = फार(ग,क) + फि(ग) + फी(क) 
फ(६(घ्,अ) = फार(घ,अ) + फि(घ) + फी(आ) 
फीः(ग,अ) = फार(ग,अ) + फि(ग) + फी (अ) 
इन का उत्थापन (२)मंदेनेसे 
{ फा (घ,क) + काः (ग,अ) ¦ -- { फा (गःक) + फाः(घ,अ) ; ` 
= { फार (घ,क) + पार (ग,अ) ¦ - { फा (घ,अ) + फा-(ग+क ; 
अशथौत्‌ (२) ओर (३) तुस्य इए इस लिये इस पर से 


./^व /*कफ्‌(य,र) तार ताय = ^ ` क(यर) तायतार 
गृ ज 


यह सिद्ध हुआ । ्‌ 
६२ । ऊपर के प्रक्रम से जो सिद्धान्त उत्पन्न हुआ उसे (२) परक्रम के पेसा 
श्रेढी द्वारा भी प्रकादा कर सकते दें । | 
मानो फ(य,रः) मय के मान, असे ठछेकर क तक वीच में 


अ, यः, यरः -- ~" यन-१, क हं । 
जहाँ यअ = च,, य. य, = चः ०. . - - ~ ° “ क--यन-\ = चन । 
ओररकेमानगसे खेकर घ तक वीच में 
ग, र,, र~ ५५००५०५ रभ-९ध है 
जहां रःग=ज,+, ररर, = जः. -.- ~ * ° * घ--र _१= जम । 


अव यरा यह इच्छा हे कि चतजनफ(यतत-?, र?) इस मेद्‌ के स्थान 
मे १,२२---मका ओर त के स्थान में १,२२ ---न का उत्थापन 
देने सेजो श्रेयो उत्पन्न होगीं उनका योग जानें । यां नओरमका मान 
अनन्त हे । < | 

लाघव के टये कश्पना करो किं श्रेद्ियो का कोई पद वनानेके लिये 


क 


च ज फ(यःर) यह पकर मुद्रा अश्रौत्‌ सोचा है जहाँ च, अ, ओर यः रके 
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द्विशण वा चिगुण.चखानयन । १२५ 


.स्थानमें जिसपद्‌का मान जानना होगा उस कौ संख्या. रख देना होगा 
ओर य, = अ, र, = ग रेखा समञ्चना । इस सँचिमे चके स्थानमें^ य ओर 
जके स्थान मे^^र्को रख दं ज्ञेसा कि चटलनकलन मे पस्िद्धदेतो संचिका 
रूप ^य८^र फ(य;र) पेखा दोग । | 

जैसे किसी खेदौने के साचे म मिद्टी, खोहा चोदी, सोना इत्यादि के रखने 
से जितनी मूत्तियां नंगी सव के मोर ओर रंग मं तो फक्त परन्तु. रूप पएकसा 
दोशा दसी तरह इस सचि से जितने पद वनेगे सव के रंग ओर मोक अर्थात्‌ 
मान तो भिन्न भिन्न परन्तु रूप एकसा दोगा । 
सचे मे त के स्थानम २, द कै स्थानम १,२,२.---- मका 
उत्थापन देनेसे 

अ९ { जफ(अ,ग) + जस्फ(अ,रः) + जशफ(अ),रर) | 
+- < ` " जमफ(अःरम-१) } --* * (१) शरेदी ` 
तके स्थानमेंरका ओरद के स्थानम, २. --मका उत्थापनदेने से 

चर { जफ(यरःग) + जर्फ(यङ़रः) + जश्फ(यषरर) + - * * . 


+ जमफ(यशरम-?) - - * (२ श्रे 
इसी तरह चः; { जश्फ(यर+ग) + जर फ(यरःरः) + जःफ(यररर) + 
६. | + जमफ(यरःरम-१) (३) श्रेढी 
चत+१ { जश्फ(यतःग) + जरफ(यत्तःरः) + जःफ(यतःर>) + * 
जमफ(यत्तरम-१) ¦ (त + १) श्रेढी 


चन { जःफ(यन-१,ग) + जर्फ(यन-१,र) + जशफ(यन-)) + 
| + जमफ(यन-रम-१) } “ * (न) श्रेढी 
इन मे यदि म = तो { } कोष्टकान्तर्गत (त + ९) श्रेढी का योग (२) घक्रम 
से. षफ(यतःर) तार यदह दोगा । कस्पना करो कि यदह फा (यत्त) के समान देतो 


तके स्थानमें०,१,२,.-.- --न-१ का उत्थापन देने से करमसरे ऊपर के 
^ 'श्रेढियो का मान । 


चशफा(अ) ) इनका योग अव (२) ही पक्रम से सिद्धे किंयदिन्‌ = @ 
चर्फा (य) | तो ./क्फा(य)ताय यदह अथौत्‌ ,/**. ^ ¶फ(य,र) .तारताय यद 
चश्फा(यर) ! होगा 1 

‡ | इसी तरह यदि हर एक श्रेठ्यो का..{ } . को्ठकान्तगेत 
 चनफा(यन-) / ऊर््वीधर एक पक पदों का पदङे योग करो तो 
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१२ । चलराशिकलन | 

„<^ न्फ(यःग) ताय = फाः(ग),फा(र') इत्यादि दोगा फिर सव पदो का योग 
अथोत्‌ शरदधियो का योग = जःफा\(र) + जस्फा१(रः) + जश्का(र) + ° * 
+ [ जगाम ९) = फार) तार = ‰/ १ *क(य,र) तायतार 


परन्तु श्रेढियो के तिर्यक्‌ पदो का योग कर वा ऊ्ध्वौधर पदौ का योग 
कर फिर उन को जोड़ने से श्रेढ्ियों कायोगतो प्क ही होगा इस लिये 


>^ ^ ¶फ(चःर)तारताय च फ(य,र) तायतार यह सिद्ध हआ । 


€ क च, क ५० क 
६8 । जव निश्चय है कि .^फ(यःर)तार इस मे य स्थिर मान दहे तो 


फर(य) ¦ 
फ(यःर) तार इस का भी मान जान सकते दै फिर इस पर से 


फ१(य) 


(क (1 फर्य) 
< र फ(यः,र)तायतार इस का मान आजायगा । 


फ?(य) 
यहाँ भी यदि (दद)चवं पक्रम से भ्रेढ्ियों की परम्परा वनाचोगे तो विरोप 
इतना ही दोगा क्रि ग) र र> इत्यादि पत्येक श्रेढियोमं यके वरासे भिन्न 
भिन्न दंगे जसे (त + ९) श्रेढी के { } अन्तगेत 
जःफ(यत.ग) + ज.-फ(यतःर? + जःफ(यतःरर) + * ˆ जमफ(यतःरम-९) 
, इनपदोमं | | . 
ग = फ(यत्त)»जः = रश फ(यत),जर = ररर? * * * जम = फः (यत)--रम-' 
 पेसा मानना पङ्गा फिर पूववत्‌ सिद्ध कर सकते हो कि इन पदों का योग 


| फः(यतत) 
फ(यतःर) तार यही होगा । 


प१ यत 
द | २(यत) 
कर्पभा करो के फ(यत,र)तार 
फ>(यत) 
यह फा(यत)के समान हे तो, त के स्थान मं०९,२, ` ˆ `  न-शका उत्थापन देने से 
4 | > फ(यः,र) तारताय का भी मान जान जाओगे । ` 


६५ यदि फ(य,र) = फा(य) + फि(र) तो तारः के वदा चलानयन से 
„/^फा(य) > फि(रोतार = का(य) (^ फि(खेतार = फा(य)फि१(र) + फा(य)स्थि जां 
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| द्विगुण वा चिगुण. चखानयन । | १२७ 
 ८^फि(रोतार = कि(र) +स्थि = इख लिये 


= फा(य) फि(र)तार = फा(य) { फिश(श्)--फिः(ग) } 


ओर. फा(य) { फिशघ)-फि^(ग) } ताय = { प१(घ)-फिः(ग) -} .८^पा(य)ोताय 
= { फिश(ध)--फि%(ग) } { फाए्य) + स्थिः } 
यदि. फा(य)ताय = फाशय) + स्थिः 
इस ख्य 

5.८ ¶ फ(य) >< फि(र)तारताय = { फि(घ)-फि रग) } { फा.(क)-फा९(अ) } 
= ‰/ ' फि(रोतार ८ (` फा्य)ताय 


इस से यह सिद्ध होता किं .यदि अं, क, ग, घ स्थिराङ्क हो अथीत्‌ य, वा 
रकाकोदैफलटनदहदोतो 


१ 'फा(य) * फि(र)तारताय = ,/ कफा(य)तायर > ‰  फि(रतार एेसा दोगा । 


। इसी -तरह जहां तीन चलरादहि कं वरा से 
"क /च  /^फ(य,र,रु)ताटतारताय एसा स्वरूप दा वहां यह समद्यना चाहिये 


कि पहले रय को स्थिर मान तारके वरासरेत,थ कं भीतर सान्तचछङ निकाला 
गया फिर इसमे य,खुको स्थिर मान, तारके वडासरेग,घ के भीतर सान्तचख 
कामान निकाला गया फिर इस का ताय के वशा से अ,क के भीतर सान्तचर 
का मान निकाला गया हे | इसे चिगुणचरु कहते है । । 
ददेयक्रम से फ(य,र,र) ^+ ल र ८५य ८ इस सखे जो श्रेद्यां बनेंगी 
उन का (र)पक्रम से यदि योग करो तो वह 
/^क व /*थफर(य,र,र)ताटतारताय इसी के समान होगा । 


विद्याधथियो को चाद्ये कि श्रेढियो का रूप फटा कर उनके योग पर से परस्पर 
सव की तुना कर अपना मन भरे । 

यदा पूवे युक्ति से प्रसिद्ध है कि थ, ओरतय,+रके फल, घ ओर.ग केवल 
य के फट हो सकते है परन्तु क ओर अ सव॑दा स्थिराङ्क ही रहेगे ! .. 

९७। इस पक्रभ में कुछ उदाहरण दिखलाते ह 1 

(१) „^. (यः+ र + रभृतायतार इसका क्या मान दोगा । ` ` 
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९२८ चटरारिकखन । 


यहां फ(य,र) = यः+ <+ रः 
र्‌ 
इस लिये ./ फ(य,र) ताय = य भ +र +रः) रको स्थिर मानने से 
| र २ ४1 ३ 
फिर. ./फ(य,र)ताथतार = „^ य(-य- +र + रभेतार = य ष + र + दर 


यको स्थिर मानने से 
र रभ्य रभ्य 


इस टये स = --- + -- + 
ठ ३ ३ 
यटा यदि.^.^फ(य;र)तारताय इसका मान जानना हो तो पदे 


र @ रः र क (~ "४ + 
«^ क(यः;र)तार = ./^ (यः+ र + रतार = य र + तप ष भयको स्थिर माननेसे फिर 


././^फ(य,र)तारताय 


यर रय र्य (~ द्रष्य. रय, 2 
--- + -- र + स्थि, = --+ ~+ -+~षछा(र 
र र = रर (र) 


९५ 


यह स का मान हुआ। 

| $ ३.3 

फिर. फ(यः,र) तार = ^ (यः +र + र "तार = यर + -र + द्‌ - स्थिः 
= 3 6. स्थि 

ओर ./^.^फ(य,र)तारताय = ./^ (य र + स स्थिर) ताय 


द द द 
-इ-+-इ + इ स्थिष्य- स्थिः = -दू- + द्‌ + ~ य) 


इस लिये दोनो स का अन्तर फी (र) + फा(य) यह हआ । 
(२) ././८फ(य,र)तारताय इस का क्या मान होगा । 
यदि फ(य,र) = ज्यायर | 


यहाँ ./फ(य,र) तार = ./८उ्यङ्यर तार = च्रे | 
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दिगण वा जरिगुण चखानयन । २२९. 








ओर ././/फ(य,र) तार ताय = -- .^ कोज्यायताय्‌ 
"वऽ ७ र _करो ज्याडखताडट 
~~ ए तायर = _ . / शयावाय , यदि छ = यर, 
परन्त॒ 
१ < ~~ ट कि खः ~ @ @ ॐ न 
कोज्या | ४: = ध 
= छ क य 
इस लिये 
कोज्याखताट , कोञ्यायरतायर _ दल. छः १ 
=^ =^ = च - भ + दा. 
यरः यरः यर त 


= ~ दखछायर + दर २ गुरः न दद ~ *“"“**9 यहा उत्तर हुआ) 


= - -= 


(२) ` (२)उदादरण मे. ./१ फ(यः,र)तारताय का क्या मान होगा । 





(२) उदाहरण से ./"फ(य,र)तार = ~ == । 

इस लिये ./ फा(यग् )तार = - चर्याय + ह 

इस लिये... १ फ(य,र)तारताय = च = ++ प ग. + ° - 
ओर /क./१फ(य.र)तारताथ = क ~अ _- क -य-+क अ _ के, +. 


= यदिः = व्व सई य 
यही उत्तर हा | . | तः = 
(४) ./ 1. /य य +रदय+र^+"ल्ताङ्तारताय इस का मान जानना चाहिये 1 
यहा ./ड11र+यताढ = इय+र+लय, ओर र को स्थिर मानने से 


= <। दिये ५ ।रडव्‌ ¬ ल्लाद्ध = इर्य स्र र | 


% चै चे ऋक ऋ 


^^ * इ +" +=्तालतार ~ „डर य्न रर्तार-./^इ +प्तांर | 


९ 
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१३० चटेरारिकटन । 


सर्य~+र्र र >< < 
ज दू ् व इ1+र्ट्स टये 


द्भ्य र्य ङ्ध्य 
| (स ताटखतार = त 3 र -3 इष्य ~ य = द ड्य + = 





(-. 


य॒ य~+रय+र+ल इय देद्य 
द ताखतारताय = - --- ~+टडय 
नौर || | ~ 
इस लिये 


य~र य र ८-- २4 ८" 
्‌ 1 1 इ'"+रतालतारताय = ~-- - ‡ -- ई इ'> + ३ + इभ 


द. अ 
= "~ रद “~र - 2 यदी उन्तर हुभा। 


(५) यदि फ(य,र) = (यः+ य) (रः+ र) 


क (व 
तो ॥ | फ(यः,र)तारताय इस का क्या मान होगा ] 
ल श्‌ 


चों | फ(्,र)तार = (यः+ य) | + र| 
| फ(यः,र)तार = (यः+ य) [ = -- ~ 


4 
न्‌ 


फिर 1 ग फ(यः,र)तारताय = | चय | | --ग --ग 


इस ल्यि | | फ(य,र)तारताय 


[ क-अः ` क-अ | [व -ग घ+-ग | 
यह 





1 


च 


| (यः+ य) ताय > ॥ (रः + र)तार इस के तुस्य होता हे। 
अ ग्‌ 
अभ्यास कं खिये प्रदन । 


अ वताय इलं | 
लज नक्यवं कवचन उ ऋ म्ल क्वा दोगा । 
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अभ्यास के छिये पदन । 


१३९ 
यहो र = + कय कल्पना करो तो चट का मान कोज्या --- 
| +/(श {अक 
~, (२(म-?) स्पयताय इ ~~ 
२। | इस का क्वा मान दोगा । 
उ मच्टप्य ` <~ षः 
उ० खा ( कोज्या्य + मश्ज्या्य ) 


~ ~ 1 ताय र यन . 
| “य / र(न नम अः + ६८ अस +य 


। सिद्ध करो क| ~-घ्य.ताय = खा ज्या (+ य)- य 


१ ॐ 





५। सिद्ध करो कि -7लन्प्च 





अर 
2। सिद्ध करो कि 

अ द्‌ अ २ ज न्त 
॥ छ्मताय_ दायः +अय+अः, २ स्प यअ ३ 





च अध्य अग = = यर अय" 7 अप्चर 
७। सिद्ध करो कि यदिष = > ओर न = तो 
{ ज्याषज्यारपज्यारप  - - ˆ ज्याष (न-१) } नै = द 
८। सिद्ध करो कि यदि घ = > ओर न = अनन्त तो 
{ स्पपस्परषस्परेष - - ˆ - स्पपष्र (न-?) ¦ न = १ 
९। सिद्ध करो करं यदिष = > ओर न = ० तो 
कोञ्याषकोञ्यारपकोज्यारेष - - - - कोञ्यापष (न--?) 
= ज्याषज्यारषनज्यादेष - ˆ - - ज्याप (न--१) | 
९०। सिद्ध करो कि यदि फ(य,र) = यरकोज्याथर तो यदि स्थिराङ्क को छोड़ 
द॑ तो फ(य,र) --.^.^ फ(यः,र)तारताय = कोज्यायर (यर + १) 
१९१। सिद्ध करो कि यदि. ~फ(य)ताय = १ ओर फ(य) सवेदा घन दो तो 


{ .^  फ(य)कोज्यागयताय } *+ { ./जफ(य)ज्यागयताय } २८ ९ 


यहां (र)प्रक्रम ओर (४०)यं परक्रम से पटे सिद्ध करो कि 
‰ ` फ(्य)ताय = (अ- क) फ { क +ष (अ- क) } = 


इस लिये ( { क(य) } "ताय = & ` रू) फ(य)ताय = | 
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१२२ . चरुरयारिकटन । 
= फ {-क + प (अ-क) } .^क(य) ताय = फ { क +प ( अ--क ) }; 
- 


् 


ओर क यागयताय = ‡ .^ कोज्या गयतायग 


१. ग~ ग्‌ ज्यारअग-ज्यारगक्‌ 
ग] ८ 
"^ यग ज्यर्‌ | (~ ५ 
(क्योकि „^ कोज्याच्गयतायग = -‡- + 1" दस चिये 
,/^* { फ(य) ; ` ताय >< „^ जकोलञ्यागयताय 


= फ { क ~+ प(अ-क) } 1 =: ~~~ ~~ ~ - } 


/^जफ़(य) कोज्यागयताय ° इस से वड़ा होगा (अध्याय के९९बें प्रदन से) 


ग्‌ उयार्‌गवच 
इसी तरह „^ ज्या गय ताय = 3 „^ ञ्याषगय तायग = --- - -~ 


ति भज्य £ अग-कग्‌. ,_ ज्य[रअग--ज्यारकग 
इस व्यि. ज्यागय ताय = =; 1 नन्त लज - | 


अ 4 अ । 
इस लिये 1 ! फ(य);* ताय > / ञ्या्गय ताय 
र्थ । 2 । 


अआ-क ज्यारभग-ज्याट कग 
८क { क +अक) } ~| -ध - वा | 


< ) भ 
यदह वडा रोगा 1 फ(य) ञ्या गय ताय | ` इससे। 


आर तव दाना कायोग ८^“फ{ क~+प(अ-क्); { अ-क्र; =? यह वड़ा 


दोगा 1 1 फः(य) कोञ्यागयताय; + | फ(य)ज्यागयताय; ` इस से । 


ष्‌) 
 १२। सिद्धकरो कि यदि 1 फ(य)ताय = १ ओर फ(य) सवेदा धन हो तो 
(7 २ 
"अ अ य 
/ य फ(य) ताय 7. { ॥ यफ(य) तायः 
च की 


( [३ (~ 1 च ०4 4 5 यनं क 
2८। चखयाहिकट्न अव समात्त डो गया । पिचटे अध्यायो मे जो अनेक 
सिद्धान्त ओर उदाहरण दिखला आये है उन्दी का प्रपञ्च सव॒ अगले अध्याया 
मे ह 1 < 3 
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अभ्यास कै लिये पदन । १२२ 


जैसे व्यक्तगणित मे परिकर्माष्टक ओर बीजगणित में वर्मभकृति पर्यन्त गणित 
सुख्य हे आगे सव दोनों गणितो मे इन्हीं का सर्वत्र प्रपञ्च हे इसी तरह यहाँ भी 
आगे स्वेन पिके सिद्धान्तो का ही पपञ्च टै इस लिये विद्यार्थियो को चादिये 
किं इन पचो अध्यायोमेंजो कु छिखा गया हे उन का अच्छी तरह से ध्यान 


देकर अभ्यास कर विना उन के जाने अगे अध्यायो का ज्ञान दोना अत्यन्त 
दुरे हे । 


इति पञ्चमाध्याय 1 
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१२४ चटखरारिकखन । 


वषछाध्याय 
वक्रक्षे्ो का चापानयन । 
६९। चखनक्रखन कं शद्वं अध्याय से सिद्ध हे कि यदि किसी वक्रका 


र = फ(य) प्सा समीकरणदहोतो त ९ १4-तार_ देखा होगां 


इस खिये ताचा = \^ तायः+ तारः । याँ पर वक्र के समीकरण पर से 
ताचा का मान फा(य) ताय णखा होगा फिर पिच्छे अध्यायो क्ते वट 
(1 श | तारः व 
से | ताचा = चा + ख~ 1 ताय ९ १ य - = 1 \^ ताय + तार! = [ तपयफा (य) 
यह सिद्ध हो जायगा । 
= ( (र तार > ~ ~~ = ^ 
चा+स्थि= | ताय ५१ + ~ इस लिये कटपना करो कि 
जव य = य तव चा = चा! ओर जव य = य्‌ तव चा = चा. 
य~ 
इस लिये चाचा, | त ९ ९ + तार 


|. 
इस स्यि दो कोयियो के वीचमेवक्रका जो चाप हे उसके जानने के लिये 
सथिराङ्क का कु भी प्रयोजन नहीं केवर यः ओर यजो उनदो कोयियो. के 


भुज दो उनके वीच | ताय^|१ + तार इख का मान ठे आना चाये । 


\9©. जख परवदख्य ( 12 {व 0 (2) | ध ) च्छ्रा रः >= श्ै अय्‌ यट समीकरण हे उसके 
चाप का परमाण जानना हे। 








प * र २ अः अय र 
यद र = ७ अय.“, तार = ~अओर १ + तार = र + ७अ_ = ४अय + अ 
तप्र र ताय र ‰ अय 
~ 43 । इस लिये | 2 < | श्त य. : य 
^ यः + अय 
५८ यः+ अय \८ यः + अय २ द्‌ 


(९)वं परक्रम के (३) उदाहरण से । 
इस छ्य चा + स =^ यः+ यञ + ईृला(य + च +\८ यः + अयः) ----.~ (१) 
दस मं यदि य=०तोक्षे्र क्षण सेचा-० 
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[हि + 


वक्रक्चे्ा का चदानयन । | १३५ 


इस ख्ये सि =रखा() 
इस का उत्थापन (९) मेदेनेसे 
परवख्य का चाप = ९८“ यर + यञ्ज + ई खा (य + ई + ९८ यः+ अय)- खा इ 


। य + अ+ 
= \८यः+ यअ + चखा | य ~ = | 
ॐ 


इस मं यदिय अतो नाभीसेजो खम्बय अश्च परहोगा वह एक भाग 
मे जहां परवल्य को कारेगा बँ से हिरः स्थान तक का चाप मान 


श अ+ 
अ\८२+ उखा [ = +< | अ\८ २ इटा (३+२\८२) यह इआ 
७६। चक्राखद्‌ का चापानयन (चटनकटन में २८६ भक्रम का रश्व वक्र देलो) 
ताच 
त = \८^ ॐ (चलनकलन का ३८८ पृष्ठ देखो) 
इस छिये } ताचा = चा = (रक ) च्य ताय = २ ( रक )* (य) = ९८ ट८कयं 


यहा क्षेचरक्षण से जच य = ०तव चा = ०इसर लिये स्थिराद्ग का मान रान्य होगा। 


म 
७२। जिस वक्रकार = अ य न यदह समीकरण डे उसके चाप का आनयन 1 
1 ५ , 
क. तार = ~ अय + १ 
र=-अयन,. . ताय न नं 
{ 1 
तार ९ अदा ~ 
+ २ =^ १९+--य न॑ 


ओर ताय 





| 
अव | ताय अः |- रन 
॥ ९ १ + - य ------ इस का मान श२वं पघक्रम के (४) 


उदाहरण मे यदि 





च 
म न 
~ [ यह यदि अभिन्न ओर घनटो तो विद्धेत हो जायगा 1 
मभ 
1 
अथव्रा ¡ ----- + = यह अभिन्न ओर कण दहो तो भी उसी उदाहरण से 
२(म-न ^ ठ " व 
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१३९  चरुरारिकलन । 


चर का मान सिदित हो जायगा 1 यदि पदखा ऋण अभिन्न दृखरा धन अभिन्नो 
तो भी दवितीयाभ्याय से चरका मान विदित हो जायगा | 





ए (यम [घ 
+ ---र- - ^ २? + ----य ---^,-- 
९ ताय © ९ ९्अ प 


[4 तग च 
दस र्य | ताच चा + ॥ | र्द +य | ताय=अ | ०९. + य | 


इस मे यदिय=०्तोक्षेच्रलक्षणसेचा-० इस लिये 
त ८ = < 
स्थि = अ < -<-- = -~- इस का उत्थापनदेने से 








५. { [ध 3 | न ) 


७२। कातन्वदी ((2(€121) के चाप का आनयन । 





+ य॒ तार = 4 
इस प्र र = य गें + ट म ) -‡ 51 ख्य ताय न रं (> (नि त ग्‌ 


ओर ५९ $+ ५ (= गु +ड गं +) (§> इ ग ) 


ग य 
इसयिये | ताय ५ ९+ कान =चा+सि=- श्नः = य.) 


# 


यदि मृ विन्दु से कणना कर जर्हां य = ° तो यदो स्थिराङ्क शयूल्य होगा । 


७४ जिस वक्र का यउ + रॐ ~ अउ यह समीकरण हे उसके चाप का 


आनयन । 
3 ॐ, रई अञ 
= य +र] 
यहाँ -ठा_ = ---3 इस चयि च | न्दः 


१ 


१ 2 => 
इस लिये च = अ | ताय य ` उ = इअय्यउ+स्ि 


यहाँ य = ° उस विन्दु से यदि गणना करं तो स्थिराङ्कः दन्य होगा । 
चकितच्रत्त का व्यासाद्धं यदि स्थिरव्रत्त के व्यासाद्धंका चतुधार दहा ता 


इस वक्र को एक पकार का अतिचक्राखद कते हँ । (चलनकरन मे २८६ प्रक्रम 
करा १२ वों वक्र देखो) । 
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वक्रक्षेजो का चापानयन । १३७ 
७५] ६९ वें पक्रम सं यह भी कह सक्ते हो किं यदि र के वदा से तात्कालिक 


सम्बन्ध का ज्ञान करं तो द्व ९ + तास पेसा होगा । इसलिये 


चा | तार ।१+-ताव +स्थि। ~~~ ~~~ = (१) 
तार 


दसी तरद यदि य ओर र तीसरे चखराशि का फट हातो चखनक्रखन के 
२५३ वें परक्रम के (३) समीकरण से 


| 
॥ ताचा = चा = [९८ | = | ताका + स्थि --.~- (२) 


ताकाः ताकरा 
फेसे ही चखनकटन के १५५ वँ भक्रम से यदि अक्षीय युज युग्म हां तो 
श्रु र १ क 
चा = | | + - ता | द्‌ ताप~+-य .- * * * * * * * 9 = = ( द ) 
२ १ ५ ह 
वाचा = ॥ श्रः ता | रताश्च +स्थि-- - * * * ` - -- * (४) 
ताष | (~ आर न. 


© = 
अथवा यदिस्पभ= श्रु जहाँ भ, श्रुति ओर स्पा रेखा सें उत्पन्न कोण 





ताश्च 
कामानदहेतो 





-ताचाः ~ _ इस लिय चा= | ॐ ताप~+स्थि 
तापर. ज्याम ्‌ ञ्याभ 
(९ 2 क क तात्र क 
ओर तचा = ------ , इसख्यि चा = 1 ------+खि 
तान्रु कोल्याभ कोलञ्याभ 





क 


श्र - 
चखनकटन के १३१ वं भक्रम से ज्याभ = -द् ओर कोज्याभ = ८ = ध 


क के 


इन का उत्थापन (५) व मेदेनेसे 

चा = 1 +खि, ओर चा= (-- +सि----:- (द) 

ख \८ श्रः . 

याँ भुवविन्दु से स्पशरेखा पर पड़ छम्ब का मान छ हे । 

( चखनकटन का १४ वों अध्याय देखो ) 

इन सव पर से जहां जिस प्रकार से चलानयन मे लाघव देख पड़ वहाँ उस 
प्रकार से चाप का मान निकाखो। 

जिन भकारो मे मूर लेने से ताचा का ˆमाने आता ह वहो बीजगणितं से 


स्पष्र हे किं एक ताचा का मान धन ओर दूसरा ऋण होगा इस लिये वुद्धिमानो को 
द 
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९ चखरारशिकटन । 
चादिये कि परदन के असार जो जिस का प्रयोजन दो उसको ग्रहण करं जेते 


य॒ स 
७२ वें पक्रम मे कातन्वखी के चापानयन मजो (दइ ग +इ न +र) इस 


छ 


का मूर छखिया है वह धन माना इस परस जोचापका मान आता देवद भी 
धन आता हे अथात्‌ मूखविन्दु से य अश्चमें दहनी ओर यदि यका मान धन 
मानोतो र अश्च से दहने भागमेजो वक्रकाभागदटे उस केचापका मान वद 
ढे । ओर इसी मे यदि मूल ऋण मानो तो चापका मान पृं दीके त॒स्य ऋण 
आवेगा पेसी दशाम य, अश्च मे मूल वचिन्दुसे वामभागे य ओर र अक्सं 
वाम भाग में जो वक्र खण्ड है उसके चाप का मान समञ्ना चादि । (चकन 
मे २८६ पक्रम का १३ वां चक्र देखो) । 
७द। दखाघुरिक्थिकर वक्र के चाप्‌ का आनयन | 


यू 
यहा वक्र का समीकरण र = अइ” (चखनकः०, २८६ भ्र ०, १ चक्र) 


ताय रक |--त्त्लय 
इल चयि त्र = कः इ = ८ रक ९ श 
क ताय 





ओर चा= > .^\८( र'+ कः ) ताय देखो यहाँ फल मे र का मान हे 
ओर चर ताय के वदा से निकाटना हे दस लये र के स्थान में जव तक कोई 
तत्तस्य य के फट का उत्थापन न दोगे तव तक चलक्ञान कठिन ह । इस लिये 
यदा ७५ पक्रम के (१) समीकरण से 


व ~ + आर ९ १+ ताय _ _ ताचा ५८ रकः 


तार तारः ` तार ' 
ओर चा 0 ॥॥ त ता 
र\८ (र +कः) ५८ (र. + कः) 


हः दः -~:3 त्क च ~ 
= कका कत ८दल्प् क्त + \८^ रः + कर + स्थि ( १२ वें भक्रमकारदेवां 
अभ्यास के लिये जो श्रदन हे उसे देखो ) 
अव यहां जो य=०्तोर=अद्समेमानोकरिचा=-चाःतो 





अ 
कर्प ५८अः +कः + स्थि 
इसलिये चा-चा,= क.ला र(क +\^ अ +क } †-\८ रप क 1८ कः । 


(क + \८^ रः + कः) 
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* ॐ ~> 4 


वक्रक्षेचां का चापानयन । १ ३९ 


दीधच्रत्त के चाप का आनयन । 
[) र ° 


दीधेचत्त का समीकरण, रः (अयः) = 


ध 
अ 


(चखनकटन का १०९ पक्रम देखो) 
यहां यदि य = अज्याप ओर र = ककोज्याप्र मानतो 


व 4 < (> 
क्तव = अकराज्याप्र, न = -- कञ्याघ । अव वें प्रक्रम के (२) समीकरण 


~ ताचा 


से = \^ (अककोज्या्प + कश्ज्याष्प) इस लिये 


चा = [५८ (जकोल्याय + क^्ज्याप)ताप = अ [ (कोज्या ~+ उतस्याश्य)ताष 


=अ [५८ १-इ ज्या'प) ताप याँ १-इः = त अ = चदद्वयासा 


क = टघुव्यासाद्धै, सपय = र्न - य __ 
यां ८ (१-इश्ञ्या्प) इस का मान द्वियकपद रि से विना फलाय 
4 दस का मान द्वियुक्पद्‌ सिद्धान्त से विना फैटाये 


चर ज्ञान नहीं हो सकता इस लिये फैडाने से 





ल ६ द १.१ ,१.३ 
चा=अ 1 (१-- > इ^ज्याप-- रद्रद्ञ्याप- = दज्याष्य -- * ˆ ˆ )ताप् 


यद्द्‌ ° ओर अकं वीचय कं मान में अथवा ० ओर 2 के वीच पके मानमें 
याद्‌ ऊपर कं चख का ज्ञान ३५ थक्रम के घुकरण सिद्धान्त से वा १२्ब परक्रम कर 
१५बे उदाहरण से करो तो दीर्धघरत्त के परिधि का चतुथादा 


= 
= अ \ ॥ ताव-३डइ || 'ज्या'पताप- २३"  [ उ्यांघताष 
© 


© 


"प्न 
५ त | + ज्याश्व ॥ 


© 


पथ ९ २.२ ९.२.५९ _ २१.३९.५२.७ 
| १ २२९ < ४ स्यछद्द्र ~र त २ द [स | 


इस का चोगुना करने से यदि प= राप्य चरहद्व्यास से उत्पन्न चत्त की 
पारोध । तो दीघेच्रत्त की परिधि 


=प (९ द द - व रद --) 
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१४० चखरारिकटन । 
इस मं यदि आदि केदो पदों को केवल ग्रहण करो ओर इ*.का 
मान बहत अल्प होने के कारण ओर पदो कोच्छोड दो तो दीर्ध॑च्रत्तं की 


परिधि = प (९ - दः दः) 


=प (>) = प | क स 


. धै धै ञः 
(- क ऋ 
यों अनेक पकार वना सकते हो ( दीररव॒त्तखश्चण देखो ) 
७८। ` अतिपरवख्य के चाप क्त्‌ आनयन । 





> द्र ९ = र्‌ र्‌ 
इस का समीकरण रः = --्- (य. आः) वा -य_ ~ -र_ = ? 
अ क्र 


(चटखनकटन का वँ भक्रम देखो) 
यहां यादे य = अकष ओर र = कस्पपष फेसा मानो तो 
ताय्‌ 


पि अस्पपदेष 4 पार . 
त = छेष, त = कछेप 


इसलिये ७ वं पक्रम के (२) समीकरण से 

ताचा 
स ९ (अस्प षष + कच्छप) 

= \ (अरूप + अशस्प्प + कररुपण्य + रकर्रूपःष + कप) 

= ९८ { (अ + क )स्प"प + स्पप(अः + रक) + कः } 

अः + रेक 


= क\^ ( अ ~क स्पश्प + 





स्पप+र | 

इसको फैटाने से सर्वं स्पपर का कोई घात रदेगा जिस के चट का ज्ञान 
३७ वें धक्रम के (३) उदाहरण से स्पष्ट हो जायगा । 

अथवा र = ->*\८ य अ इसी समीकरण से यां 

तार _ क य  ताचा {4 + अ) यः - अ ३ 


ताय ९८ (ल्य अत्‌ * - ताय - अ 


अ(यः-अ) 
[व्ल | यदि = र्य = 
इस लिये | 
इष्यः =] = | [५ ~ ^] न 
चा = [५८ -क्ष्ट द्गः [ताय = अ ५८ | द्य द्‌ | ता। { यदि य = अल} 
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चक्रक्षेजो कां चापानयन । १४९ 














$ 
\८^(१ - द्र 
= अद [ल ४ 
(1 
र १.१ - “2 १९१०२०६ ~“) 
= 1 / , त्स ) (९ च द्र ` २८४ दग्र - रप इछ तार; 
दद्ध ताड 
~अ { 1 ---- ~ तार ~ ~~ । - ~ 
= अ { | ट्च ता चगल 
१.१ तार _ _.२.२.२ ताल २५.५५९.) ४ 
२२.७द्‌' छ २ २.५.९द्‌ ट \८ ङः - २ 
ताल १५ ` म-२ 1 ताट - 
= =-= स 
स ट \८ दः - र म-१ दप १ ५ म (+= वल क 


लघूकरण सिद्धान्त से आदि पद्‌ को छोड़ ओर सव पदौ के चर का मान जान 








सकते टरो । 
ओर आदि पद इट _ तार इस का चख ३९८ख- र यह हे । 
५८ ख 
व ४4 क (4 इ क [अ ते अन्त क ताद 
गं विषम हे इस लिये सव खण्डां मं अन्त मं | न 
याम का मान 1 दै इ ल 


= छे ष्ट यह होगा 
यदि ० ओर अनन्त के वीचद्धके मानम चापका मान अपेक्षितो तो 
ऊपर कर खघूकरण सिद्धान्त से 





ग्र 2 2 २.१.३२ 2. 
अद्क--चा= २ (र दः द + दरद ^ | 
.4 ९ द १ र ९ ) (~ * । 
~ 1 यह सच हदागा | 
२ &. ६.८ ड 


७९ । आकरंमिडिज्ञ के सर्पिंकु का चापानयन ({111€ 57121 0 
८\1611111९0<8 ) (चलनक्रखन मे २८६ पक्रम का (४) वक्र देखो) 


ताॐ 


क्लः = म । ७4 अक्रम के (३) 


दस का समीकरण श्रु = अप इस लिये 
ताश 
` समीकरण से -ता ५८ च + -कन् 


इस स्यि चा = | ५ | ध + = | ताष [५८८ + अर) ताष 
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८ 


१४२ चटखरया रिकटन । 


अ [५८ (१ +-षः)ताष = =- ९८९ + च+ -अ दा { षप +\८१२+ पः } + ख्ि। 


यदिष=०तोचा=० इस चयि स्थिराङ्क का मान्य दन्य होगा| 
<८०। जिस वक्र काश्चु=अ (१+कोञ्याप) यह समीकरण दै उस क 
चाप का मान जानना । ( चखनकटन के २८५ यरक्रम का (१) उदाहरण 


क 
देखो ) यहां =-= अस्याप इस लि 


चा = 1९८ { अ(१ + कोज्याप) + अशञ्याश्प } ताप 


= अ | ५८ (२ + रकोस्याप)ताप = २अ  [ कोज्या = ताप = ४ अज्यात+- स्थि) 

यदि चाप की गणना वरदां से करें जपन्तो सिराः का मान 
दयून्य दोगा । सूट का मान क्णलेने सरे दूसरी दिहा का चाप 

-अज्याच्फेसा होगा 1 यहां यदि पन्तो ऊपर के आधे का 
परमाण = छअज्या ई = अ ओर ऋण मान से नीचे के आधे का परमाण 
= अज्याई = ४अ । 

इस लिये समस्र चापर का परमाण = <अ यह इभ | 

इस वक्र को अङ्गरेजी मे क्यारडियादड ((210700.) कद्रते दं । 

८21 खाघ्रुरिक्थिक सपिंख के चाप आनयन । 

(चटनकटन मे २८द पक्रम का (२) चक्र देखो) 


याँ श्र = अद श, इस च्यि प = क.लटा-2 ओर -ताप = क 
त्रु ˆ 


इस खिये ७५4 प्रक्रम कं (४) समीकरण से 
चा | ५८ युर | ताश्च = [५८८ + १)ताश्चु =श्रु \८कः + 
श्रुति काः प्रमाण श्रुः श्रुर मानों तो उन के वीच के चाप का प्रमाण 
( श्रः? ९८ कर + र यह रोगा 1 2 ठ = 19 ~ ( १) 
चलनकलन से सिद्ध दै कि इस सर्पि में श्रुति ओर स्परारेखा से उत्पन्न 
कोण की स्पदांरेखा सवेदा स्थिर क हे इस ययि इस कोण को यदिभक्डोतो 
(१) को (श्र-श्चः) छेभ पेसे भी छिख सकते हो 


८२। अपचक्राटद्‌ (7716, 01010.) के चाप का आनयन । 
( चटनकटन मं २८६ पक्रम का (१२) वक्र देखो) 
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वक्रक्षे्ो का चापानयन । 


१४३ 
इस मं चटनकटन से सिद्ध कर सकते हो कि मूख विन्दु से स्परोरेखा 
पर पड़ छम्ब का मान 
= छ = ( अ+ स्क )ज्या-ङ्क- ओर श्रुः = अ+ धक (अ + क ) ज्या 
गश्च ल 
इस लिये ' = न अ) जह ग = अ+ सक 
अव ७५ वं प्रक्रम के (६) वं समीकरण से 
५८ (ग -अ) (_ श्रुताश्रु ५८ (ग -अ) २_ श्रि 
चा = -------- = -*----\“(गः-श्चुः)+ 
त्रत घ \८ (गः - श्रु) + स्थि 
पररमनीच ओर परमडउनच्च मे जाँ रमसे अ, अ+ स्क =ग श्रुति दहे इनके वीच में 
अ+्क श्रुताश्च ९ (गः ~ अः) ~= ग्यः 
चापकामान = ~~ -----2- = ~“ = 
५८ (ग-श्वु ) अ (ग अ 
अ +अक +कः -अ छ८क(अ+-क खयि 
= “म + धभक धक म = -धक^ + क इस चयि इस का दूना 


<क (अ~+क 
-( *-> यदह अपचक्राटद के पूरे चापका परमाण द जिस की उत्पत्ति 


चछितच्त्त के एक वार समम भ्रमण करने से होगी । | 
८२ इसी पकार अतिचक्राखद्‌ ( 1 ४7०८१ ५1०1५ ) के चापानयनमे भी 


°(अः - श्चुः र ॑ 
टः = -ग(अ शु) „ जरो ग = अ-र्क 


अ 
मानो किं गः ताचा = {५^अ ~ग. - धु _ इसपरसे पूववत्‌ 
ता ९८ धछः-ग) ` 
चा = += ८ = ग \/८ु-ः + स्थि ओर चठितवृततके णक वार घूम जाने भे 
चाप = -<क(अ- क) । 


=| 
यदि गः ~अ तो पटे सम्बन्ध. को अ्थौत्‌ त इस के मान को 
९८ ग-अ । = (~ ४ (~ __ क प 
----- सेखिख । इस स्थिति अ 
अ ८ (र णले सकते हो । इस स्थितिमे क 7 अ तव 

चछितच्त्त के एक वार घूम जाने में वक्र के चापका प्रमाण-<क^क-म) य 
होगा । जव अ = स्क तव ग = ° ओर र = ० । पेसी स्थिति में 
(त = १ इस खये चा = श्रु + स्थि ।ओर.चङितचचत्त के पक वारः घूम जाने मे 
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१७७ चखरारिकटन 1 


चा = २ अ = स्थिरव्रत्त का व्यास । 
यदि अ =क तो छ = ओर गः = अर, श्रु = अ । ेसी स्थिति में . अतिचक्रा- 
खद्‌ विन्दु रूप दोगा । 


शरुःग--श्ुः अग्रुः +गअः 


(~ = 
जव दलः = ग (श्रु-अ). , . श्च ~ल - ट र 
| ग्‌ -ञ 


ग- उ 


अगण ~ ग-अः\८ श्रुः 
= गथ) ," .\८ गर शुः = = ~ इस क्रा उत्थापन अप 
घ ॐ 


चक्राख्द के चापमान मंदेनेसेचा= (ग -अ १९८ श्रु - टः + स्थि 
दः 


पेखा भी दो सकता हे । | 

८४। मूलचिन्दु से वक्र के किसी स्पद्र रेखा पर पड़ छस्व ओर छस्व ओर 
य अक से उत्पन्न कोण इन दोनो के वदा से वक्र का चापानयन । 

कर्पना करो किसी वक्र का ना मूटचिन्दु नार =र अक्ष, नाय=य अक्ष] 
व विन्दु की स्परोरेखा वल । ना से इस पर पड़ा हुआ ठ्स्वं ओर 
८ नाय = प हे । 


वक्र में मानो किं चाप की गणना अ विन्दु सरे आरम्भटोकरवकी ओर दे। 
व विन्दु का युज = य = नाम ओर कोटि = र = वम। म चिन्दुसे नाट पर पड़ इषः 
लस्व का मूल चिन्दु छ! ओर मल! पर व विन्दु से पड़ इए छम्ब को वल> समसमो । 
दोनो अक्षो को परस्पर छम्वरूप मान खो । 
बः 





& 
 जिक्रोणमिति से, नाट = ख = नाम कोज्यापर + वख्र= य कोज्याष + रज्याष 
ओर वख = च = नाम ज्याप-मट- = यज्याष-रकोज्याष 
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वक्रक्षेजो का चापानयन । १४५ 

५ क तार्‌ छ 
चरनकरन से-कोस्पष = ---कयोकि गणना असे व की ओर ह इस लिये ऊ 
ज्यो र्वदढेगात्योंत्योय की गति ऋण होगी) 


९ १ + कोस्पःप् १ तार. = ताचा- -_ कोञेष (ऊपर की युक्ति से ) 





तायः ताय 
तापके वदास रका तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से । 
2 = कोञ्याष् त -- यज्याप +ज्याष त + रकाञ्याप 
= कोञ्याप न + ज्याप तायं त -- (यञ्यापर--रकोजञ्याप) 
= करोज्याष -तप्य - कोञ्याप तव --च=---च. 


` पक वार ओर तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 





ताष्ट ` तं ताय कोस्य तार 
=-= याप-- + कोञ्यापय- 
=-= तत ( ज्यात + कोज्याषय -कोज्याप तस + ज्याषर) 
~ _ ज्याय ताय. _ करोञ्याय तार . ताय 
ज्यापर ताप ` ताय ताप 
य ताय ताय 
ताष 
ता (ज्या^पकोेष + कोज्या्पकोरेष)- ट 
ताय ` कदय ताय ताचा ताचा 
= ~~~ --ट = - ~~ ` ~~ ~ ड = - > - ~ 
` ताप कोष ल ताव ` ताच ˆ == - ॐ - -तातच 
इस लिये चटलखानयन स 
ताड तार व | ताचा 
~~~ = ~ 11 रताष ताष = ~ -चारच- 
| ताक त = - त्त ष ताच वता 


वा च-चा =  [ ख्ताष । 

वक्र के समीकरण पर से ओर त =-कोस्पप इस से य ओर र का मान 
प्के रूपमे आ सकताहे इनका उत्थापन लमेदेने से रख भी कोर 
पकाफर होगा फिर चा= --+ [ल ताष इस पर से चाप कामान जान 


सकते दो । व की ओर गणना करनेसेचाका कण चिह्न छोड-दिया दहे) 
षे 
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१७६ `  चटरारिकलखन । 


(५ 


ऊपर जो ष, छ इत्यादि का परस्पर सम्बन्ध दिखटाया हे वह सव हम 
ने य॒चरचार नामक ग्रन्थमे छिखादे। वाखाववोध्रके लिये योँमी थोडा 
सा दिखला दिया हे । 


` ऊपर जो. = यकोल्याष + रज्याप 


, ताद ` 


त = - च = -यञ्याप + रकाञ्याप 


ये सिद्ध हुए दै इन पर से 
रककोञ्याप = यकोञ्याःप + रञ्यापकोज्याप 
ज्याष्र = -चञ्याप = -यज्याःप + रलज्यापकोञ्याप 
अन्तर करने सं ठ.-कोज्याप्र- ज्याप त~य 
इसी भकार. . ठ उयाप + कोञ्याष र. |. 
यदि एक पसे वक्र का ज्ञान करना दो जिस के चापर परसरे उदि 


| लताष इस का ज्ञान अपेक्षित दो जहाँ कोई पका फटे तो (१) 





समाकरणस स्पदे क्र क, कोञ्याष, ज्याष, आर इन सच परस उस 


चक्र का भुज, ओर कोटि विदित हो जोयगे । 


इसी क्षेत्र म यदि वक्रजातीय व्रतत का केन्द्र ग ओर व्यासाद्धंगव=वि 
मानो (चलनक्रखन का ?७्वाँ अध्याय देखो) तो चखनकटन के १६८ 





_, -ताश्चु _ताचा ताङ ताश्च 
ओर १७१ प्रक्रमो से, वि =श्रु इस च्य =श्यु 
`अ ताक ताछ... तष स दि ताप्र ` ताचा 
ओर ` = श्रुकोज्या ८ नावल = --श्चु ~ 
इसलिये -- च = - ^ 
+ . तषि 


ना विन्दु से वक्रजातीय व्यासाद्धं के ऊपर नात लम्ब डाखो तो स्पष्ट 
दे कि नात=च वट । ओर वक्र के ति विन्दु के भिन्न भिन्न जो वक्र 
जातीय बृत्तकन्द्र होगे उन पर गये हुए वक्र अर्थात्‌ अव्रत ( चलन- 
कलनं काः १७५ वों प्रक्रम देखो.) के साथ नात का वैसादी सम्बन्ध र्टेगा ~ . 
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वक्रक्चे्ा का चापानयन । ` ° १४७ 


जसा. किव चिन्दु के साथ व्रक अर्थात्‌ च क्रा े। यदि त-चिन्द का 


अक्षीय भुज युग्भ ल, घ मानं ओर तग = च तो + 
पं ओरख््च ` ` - ४ 
। ॥ ‡ 
गीर गत = च = -- -ताकं ~ _ तार = _ _ताच. ~ ताछ 
ताष ताप ताष ताध | 
क्यो किं अवल्दूत के ठक्ण से गध रेखा अवदत करी स्पशेरेखा दोगी | 
ओर वि = वत + तग = ल + च॑ =+ ता. | 
ताषः 
<. ~> _ ताचा ताचा ताल 
ख १, ताव ¬“ ताव 


„= 
भर चा= [ल ताच + --- यदी पटर भी सिद्ध हुआ था । 


यदि पत्येक स्पशंरेखां के उपर ना विन्दु से टभ्व डाले जार्यं ओर ` 
उन ङम्वमूला ` मे लगाकर एक वक्र करं ओर इसके ` विन्दु पर जो 
2 क क ~ ` ‰ क क 
स्परोरेखा होगी उस पर ना विन्दु से.जोङ्म्ब पड़ा उसको लः कटो तो 








चखनकलन के १३९ वे भरक्रम से -~ = -^- + ९ . तार (क्योकि इस वक्र 
खः छः रः ताप 
० * त म ७७ 
कें श्रुतिकट) दसम तन के स्थान मं-च का उत्थापन देनेसे 
ह च द्‌ ग्‌ २ श्रु द्‌ 
ख खः छ खः - छ 


५4 


इसलिये ट, = पु यद पक चमत्कृत सिद्धान्त उत्पन्न.होता दे 1 


उष्पर कं ष्े्म अ विन्दुसेच की ओर जवचा-=-चाः! तो च = च, ओर जव 

चा = चार तव च = च~ पेसा मानो तो | 
| पर ८5 
चाचा, + च च, = ॥ खछताप यद उत्पन्न दोगा 
५ 

जहां चाः ओर चा, सम्बन्धी ष. ओर षः हे । 

भुव स्थान से फिसी पः में यदि श्रुति का मानश्चुःओरच का मानचरहो 
तो स्पष्टे किं श्रुति नियत अक्के चारो ओर घूम कर जव फिर अपने पटे 


((.0 581110(1118118116 (॥11५/615]1\/ (01661010. 01411260 0 €व10011 


४८ ` ; चटखरारिकटन । 


स्थान पर पडचेगी तव ष का मान ष. = षः + २८ यह ओर श्रु. = श्रु, । च+ = च, 
पेसी स्थिति में जो सीमित वक्र दोग 


च्र्धा 

उनके परिधि का मान = | १ "प्तप यदी होगा । 
प 

<५। <8 पक्रम के सिद्धान्त की व्यासि दिखाने के च्थियि दो उदाहरण 
दिखलाते हे । 

(१) मानो किं अतवक प्क दीर्धचत्त का चतुर्थादादहे जिख का केन्द्ध 

€ 

न, ब्रदद्यासाद्ध नअ = अ, लघुव्यासाद्धं नक=क, व विन्दु की स्पसरेखा 
लवस ओर उस पर कन्द्रसे पड़ा लम्ब नल खै तो न को मूखविन्दु 


र २ 
मानने से इसका समीकरण ज + = = १ यदह दोगा । यद्य यदि 


८ खनस = ष! तो ८8 घक्रम से ८ = यकोस्याप्र + रञ्याप । 
ब्र = च = यच्याप-रकोज्याप । 


ओर. = १--य_ ˆ रर तार = --य्यओर.तार _- _-य._कः 
क्रः अः ` क्रः ताय अ ` ताय ग्ध्य , 


(१) 





न अ म 
आर ५१ = ४ | द्‌ 
ओर ट = यकोञ्याष ~+ रज्याष = ज्यापर ( कोस्पष > =+) -* * 


= ज्यापर | कोस्प^प + | न " * (१) 


परन्तु ---र = कोस्पष यक कोस्प्प । -- = सय 
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चक्रक्षे्ना का चापानयन । २४९ 





यः 

म अ अकोस्पप ७9 क छ क 

+~ ८ -- टेः । पकर मे जोड़ देने से 

क _ अकोस्पप +कः 

च करः 
लेने से 5 = \.८१ + (१-द-च्कोस्पप ` (२) 


= क 
८ १ + (₹९-दइर)-+कोस्प ध 


इस का उत्थापन (र) मेदेनेसे 
ज्यापर|| ¬ कोस्पःघ + ? | 


क ~ 
--- { (१-इ)-'कोस्पच + 
\^ १ + (१ इ ) कर्प 


= ज्यापक\८ 1 १ + (१-इ) ˆ कोस्पप ; 
- इः \“ { ञ्याप्र-इ ज्या प + कोज्या प ¦ 


= ज्याप 


= अ~ 1 -१-इ ज्या ¦ 


अव अ\८(१-इ'उ्या'घ) इस ट पर से 
अव+ वट = अ | ९. १--द स्या 
= अञ्याप 


चक्र मे व चिन्दु पेखा कल्पना कर जिसका शु 


ओर कोटि = २ = ककोस्याप तो ७७ वं पक्रम से 


कत = अ [९८७ -द ज्या ष) 
इसलिये अव + वट = कत यह सिद्ध इ 1 


५ क क 9 ऋ क 
ओर व चिन्दुका भुज यदियतो ध्वे पक्रमसेटकंसरूपमेय 
त्‌ ~ ~ षकोज्योष 

`  \८^(द-इच्याष) 


९ (क) 


(अ) 


= ८ कोज्याष- -- ज्याप = अकोल्याष 


= व्‌ अकोज्याप  , 
(९-दज्या ष) 
(क्योकि य व ता ग्याषक या | 
( यहो वल = च = ` -ताच = 77 ड्या 


` चट के मान में (क) का उत्थापन देने से 
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२९५०  चटखरारिकटन । 





चट = इ यञ्याप । इसी जगह यदि त के भुज का ञ्याष 
इस का उत्थापनदंतो | नः 
1 © 
वर = ~= इस पर से ओर (आ) करूपे | 
१ 
कत-अव = वद =< ~ न ~ 7 ----~ (ग) 


इस सिद्धान्त को ` प्यागनानी ( 12118111 ) ने निकाला है इसलिये 
उनके आदराथं इसे पयागनानी का सिद्धान्त ( 7221121115 {11€0ाला ) 
कहते दहं । वल का मान चटखनकखन के रश्वं अध्याय से मी दइयञ्याष 
यह निकाल सक्ते दो । 











2 द 2 द ( 
७ "~ म~ मअ -अच्याप अ~य < 
क) करा वगं कर देनेसे ---- = =यः. 
( ) त्र क र द्‌ ज्मा प व्यः 
ट न अ 


छेदगम कर समरोधन से ¦ 
इ्व्यभ्य--अ(यः+ यः) + अ* =° इस से यहे सिद्ध होता हे कि 
यके स्थान सेय काओरयं के स्थानमेय क्रा उत्थापनद्रेनेसेभी 


द. 1 
पूर्ववत्‌ फट उत्पन्न दोगा 1 इस चये कव--अत = न यह भी होगा 





मानो किं किसी अतिपरवलटय का केन्द्र न, अ रारःस्थान, वट व विन्दु पर 
स्परारेखा ओर इस पर न से पड़ा म्ब नख दहे। ` 


यहो पर भी यदि ८ अनल = ष ओर नठल=खतो (१) उदादरण 
करे पेसा सिद्ध कर सक्तेो कि | 


 वट-अव अ [\८( ?-इ ज्या ष) ताष 
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न 


वक्रक्षेजो का चापानयन । २५९ 


चलनकटन के ९२वं अध्याय से अतिपरवटय कं अनन्त द्र की स्पदो- 


~ ता 
रतरा अथात्‌ असीमपथ निकारो तो उस समय = = + ‡ इस लिये 


० 


0 ------- [2 
उस स्थान मे प का मान अ! कदो तो कोस्पथः! =. = \८^ द--१९ अनि- 


परवदल्य के टश्चषण स उस समय अ स्थान से अनन्त दुर तक जो अतिपरवटख्य 


` क चषि दहा उसक्रा न स्थान स असामपथनजा हा उसके मानमेध्या देने से 


रोप = अ ॥ ९८ (१-इ'ञ्या प) ताप यही दोगा । 


दाप वदी हे जा ७८ पक्रम के अन्त मे सिद्ध हा है क्योकि उस समय 
अख यह असीमपथ दही का मान रोगा। 


| पक्रम म जा सद्धलन्त एद्खदलाया इद अशात्‌ चा = | खताष् यह 
दखेजेण्ड़् (1.९९ ८110९) क्रा निकाला हआ हदे (९९ {11-211€ ०९5 72116€{10115 
1..11110110८5 ) | 
८६। अति परवख्य के चाप का मान जानने के लिये ल्याण्डन का सिद्धान्त 
( 12106115 {1{1607्ला1 01 2. प ${€100116 76, ) ्‌ 


अतिपरवख्य का कोटर चाप कोई दो दीधरेव्रत्तोके चापसे पकार्ित कर 
सकते हेः | 


किसी त्रिभुज मे जहा आ, का, गा कोण ओर उन कं संमुख भुज अ,क,ग 

है सरखत्िकोणमिति से स्प हे कि | 2 
ग = अकोज्याका + ककोज्याआ । = --*- - ** "* ** (द) ` 

मानो किं रिरःस्थान का वहिगेत कोण गा=आ+काहे। ओरअ,कदो 
भुज तो स्थिर ओर वाङ्गी सव अवयव त्रिभरुजमे चल हं | ध 
तो गा= आ +का ओर ता + ताक्रा = तागा इससे (९) को गुण देने से गतागा 
= (अकोज्याका + ककोञ्याभा) ताआ + (अकोञ्याका + क कोज्या) ताका चल- 
ज्ञान करने से 


| गतागा | अकोज्याकाताभा + | ककोञ्याभताका + यअसज्याका+ स्थि 
वा सरखजरिकोणमिति से 


[५८७ + कः+ रअककोज्यागा)तागा = | ९८ (अ-- कशज्या'आ) ताथ 
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१५२ . चखराशिकरन । 


~ [५८८ अज्याका)ताका + स्अज्याका +-स्थि-*-----**-. (२) 
परन्तु \^ (अः + कः + अक कोञ्यागा) | 
= ९८ { (अ-क) "ज्याः (अ +- क) कोज्या › . 
इस लिये (२) का रूप 
| [९८ { (अ--क) ज्या + (अ + क) कोज्या ¦ 
= | ९८ (अ-कज्याअ)ताथा + 1 ९८ (क-अ ज्या का) ताका 
¦ + रअस्याका+ स्थि 


५ ॥ ज ~-क न ट २ 2 गा > 
सम [र| =-इशभ्ञ्या -चत ज्याप) 
क वा द 
इ ^= त । = । ज्याका ज्या पः कस्पना कर 
अ? 


२(अ + क) | ९ (१- इ ज्या ष)ताप 


= अआ | ५८ (२ + इ१ ज्या पर)ताषः + क | \८ ९ - ईज्य पर) तापः 

। ` + स्अञ्याका +स्थि- ` - - ~ * (३) 

देखो यहाँ वायं पक्ष का चर उस दीर्च्रत्तके द्विगुणचापका प्माणदहे 
जिसका च्हव्यास = २८(अ~+क) ओर दहने पक्ष का पथम चरु उस दी्च॒न्त 
का एक चाप हे जिसका ब्रहच्यासाद्धे = अ । दोनो मे क्रमसेडइ ओर इ, ऊपरकी 
कट्पना से निप्पत्तिमान दे । ( ७७ वाँ प्रक्रम देखो ) इन दोनो के अन्तर तुल्य 
समीकरण से दहने पश्च का चख होगाजो कि ८५ वं प्रक्रम के (२) उदाहरण से 
एकः सर रेखा ओर उस अतिपरवलख्य के चाप के अन्तर समानदहेजिसका 


खछघ्युव्यास = रक ओर निष्पत्तिमान = कर यद दे । 


इस पर से किसी समय मे ८५ वे प्रक्रम के (२) उदाहरण से वटका मान 
जान कर ओर रअज्याकाके ज्ञान से दोनों दीधेच्रत्तो के चापो पर से अति- 
परवख्य का चाप जान सकते ह । 
जव सर्िकोणमिति से स्प हे कि 
अञ्याका = कञ्याआ । गा = आ~+का 
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+ शि, ^ 
् 


+ 


वक्रक्षे्ना का चापानयन । | १५३ 


इसलिये आ ० से टकर 7८ तक्र जव पहुचेगा तो गाभी० से.ेकर 
7 तक्र ॒प्चेगा । ओर अञ्याका = कज्याआ के नियम से उस समय का 
० द्येकर अ! ( जां अ; = ज्या ८) तक्र पर्ुच कर फिर घ्रटते धरते 
० तक्र आजाथगा । पेसी स्थिति मं क्कोञ्याभा ओर ताका दोनों 
ऋण हदोगे रंस्ये ककोञ्याआ ताक्रा स्वेदा धन रटेगा -तव सान्त- 
चखानयन से (३) कारूप ह 


२(अ+क) ॥ २९८ (२- इ ज्या प) ताप 


1 ४ `, = ¢ च | 
+ 


णेसादटोगा  इसमेदाका भाग दे कर समशोधन से यह दिखला सक्तेदो कि 
अतिपरवद्य क्रा अनन्त चाप ओर असीमपथ का अन्तर दो दीर्घच्रत्तौ के चतु- 
दा परिभ्यन्तर तुस्य दे । यह भी व्याण्डेन (1.2110€1)) की कठ्पना ह । 

८७ डाक्टर म्र व का सिद्धान्त ( 11160111 ०{ 121, ©12..९€5 ) कस्पना 
करो कि एक नाभिक दो दीर्ध॑च्रत्त ह। वङ्‌ दी्धव्रत्त के परिधि मे कोर 
व चिन्दु खेकर कोटे दीरधैचत्त पर वहां .से चट, वरदो स्पशेरेखा डाला 


= 1 न भि भ न्व 
तो वट ओरवर के योग में दीधंच्रत्त करा खयं चाप धरादो तो ` शोष 


सर्वदा स्थिर.रेगा . 
व॒चिन्दु के अत्यन्त निकट बड़ दीर्धैचरत्तः 
मे पक भ विन्दु कट्पना करो ओंर वों 
मसं छोटे वीधेच्रन्त पर भतः, भत दों स्पशं 
रखा खीचो इन दोनो का पटली. स्पर- 
रेखा में क्रमसे द्‌ ओर द्‌ विन्दु पर योगं 
समन्चो | वरः पर भनं ओर भत पर वन 
रम्ब समसो । ` 
| देखो दोनो दीधेव॒त्त. एक नाभिक है ङ्स 
लिये दीघच्त्त टक्षण स ८ वभन = “^ भवन .“. वन = भन . . . ~ 
ओर वट = खद्‌ + दन = खद्‌ + दत + तन = खत + तन = खत + तभ -भन 1 
इसी तरह वरः = वन + तभ- खत) । 


= ५8 = क 1. ॥ ॥ 
दाना के योगः सेवर वर॑ = भत + भत + टखत-र्त ॥ 


पम 
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१९७ चटखरारिकखन । 


दो्मो मे टरं चाप को घटा देने से वट + वर॑-ट रः = भत + भत॑-ततं 

अथोत्‌ व ॒विन्दुयदि भपरदहो तौभी. शोष वदी रहतादहे। इसी प्रकार 
थोड़ा थोडा विन्दुओं कोहरा हटा सवे दिखटा सक्ते हो करि शोष एक 
ही रहेगा । ¦ 

८८। इसी तरह यदि पक अतिपरवलख्य ओर पक दीधंचत्त दोनो एक 
नाभिक हो तो अतिपरवलख्यके किसी चिन्दु से जो दो स्परोरेखा दीधेचत्त 
मे होगी उनका अन्तर स्पर्मरेखान्तर्मत अतिपर्वख्य ओर वदीधेचत्त 
का जो सम्पात विन्दु वाँ से दोनो स्पदौ विन्दु तक जो दीघेचरत्त 
के दो चाप होगे उनके अन्तर तुद्य होतादे। क्योकि यँ भीजो ऊपर 
क्री क्रिया करो तो वट = टद्‌ + दन = टद्‌ + दत ~+ तन = खत + भत ~+ भन 
इसी तरह वर॑ = खव + न॑द॑ + चन --य॑द +- तद 
+ भतं + वनं = रंत + भत + वन 
दोनो का अन्तर करने से (वरट-वर) = रत- 
त॑ + ( मत-मतं) ओर खचा-य्चा=अ 
= रत + तचा- (खतं + तचा) 
इन दोनो का अन्तर करने से (बरट-वर) 
--अ = (भत-भत॑)-(तचा-तचा) 
इसी प्रकार भ को वदटने सेदो दो पश्च 
समान होते जाँयगे अन्त मे जव भचा के पास आवेगा तव स्पशे रेखान्तर 
ओर चापान्तर दोनो शून्य हो जोँधगे इसलिये (चट-वर)-- (खचा-- स्चा). 
= ° अर्थात्‌ वट-वटं = टचा--टचा । 

यदि दीर्धशत्त के परिधि.हीमें कोई विन्दु ठेकर अतिपरवल्यदीपरदो 
स्पक्षरेखा डाली जाय तौ भी यहोँ पर यदी सिद्धान्त दीक ठहरेगा यदि दोर्नो 
स्पररेखायें अतिपरवदलय के एक ही शाखा पर हो । 





इस परः से असीमपथ ओर अतिपरवलख्य का 
अनन्त चाप इनका अन्तर सरखरेखा ओर अतिपर- 
वलय क चाप रूप में प्रकारा कर सकते हँ । जैसे 
कट्पना करो किं अचा अतिपरवलख्य का असीमपथ 
करेतद्‌ हे ओर अ विन्दु की स्पा रेखा अत हे त विन्दु 
मं ठछगाकर अति परवलख्य के साथ पक एकनाभिक 
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वक्रक्षेचां का चापानयन । १५५ 
दीधेश्त्त वनाध्रा तो ऊपर के सिद्धान्त से अनन्त दूर पर तद्‌ को स्पर्शीरेला 
समद्य छेने से तद-अत = चादचाप-अचा | 

केत + अचा इसको जोड़ देने से 

तद्‌ + केत-अत + भचा = चाद्‌ + अचा-भचा + केत 

अथात्‌ केद--अत + अचा = अद-अचा + केत 

समरोधन से केद-अद्‌ = अत + केत-रभचा 

इसलिये केत ओर अत के योग में दूने अचाको घरादेने से .दोष असीम-. 
पश्य ओर अतिपरवलय सम्बन्धि अनन्त चाप का अन्तर दोता हे यह सिद्ध इअ । 

८९. 1 डकारस के आवल ( 021 ° ८5८२८८९5 ). का चापानयन । 
इसकी दोनों नाभी ना, ना दें 
नाभीसरे वक्रके किसी चिन्दुव 
तक जो रेखा उनमें तश्र 
+ द्‌-श्वु = न-ग यह नियम हे जां 
तद्‌ ओर न स्थिराङ्क हैः नाना = ग, - 
नाव =श्रु । नाव =श्रु यदौ यदि 
८ नाना = प तो सरखनिकोण- 
सिति.से 
श्रु = श्र + ग-रश्ुगकोर्प्राय 


= [तत ] 


ध | नग--रतनगश्चु + श्रुतः ] 
= यः 


द्‌ 





 छदगम ओर समशोधन से 


श्रु (द-तः)--रश्रुग(द कोज्याव-तन)-ग'(न--द्‌ः) = ° 

श्रग(द'कोज्याप्र-तन) गः(नः-द) 
क त द्‌ <= ~= त 
तन-दष्कोञ्याप् गः(न-दः 


वा श्रुः 


अथवाश्च--रश्रुग = = ० 


इ + तप्र 


इस मं यदिग = = पः । ओर | 1 
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२१६ चराटिाक्रटन । 
(गन -द) _ 
श्र -- रष, - अ= ० न क (२) 


इस पर सेश्चु = पर+-९८पत्-आ वा नावः = वः+ ९८प- आ । 
नाव = प, -- \^ प आ इस से सिद्ध होता देकरि यदित, द्‌, न सम्भाध्य ओर 
अत॒च्य संख्या हों तो 

इस वक्र मं दो आवल हागे एक वाहरमं ओर दूसरा भीतर में रटेगा जेखा ` 
किं इस श्चेत्र मे देख पडता हे । 

अव यटा (१) का तात्कालिकसम्बन्ध निक्राखने से 





श्र . ¢ प ` ५9 $ . 
ताष चु \८पट-भा - ताप 
इस पर से | 


_ताचा, १ _९८प..+-प.--आ 
ता ९ (पर आ) 
प,९८ (घः + षः-आ)ताष ॥ प 
चाचा = 1 -------------- पः + प्‌-आ) ताप 
९८ (प्र-आ) = माता 


यर्दा धन चिद्व वाहरी आवल कर लिये ओर कण चिद्व भीतरी के टये दे । 





इस ब्यिये दानो के सजातीय चापो का अन्तर =२ [९८८७ + प,-आ)ताप 


त २| \८(अ + २अक्र कोञ्याघ + क--आ)ताप (२) 


ग(तन-दः कोल्याष) 


---- अ +-क क्रोज्याप। 
त - द 


यदि प 


देखो (२) का रूप ८६ प्क्रम-से पक दी्रच्रत्त के चाप समानदो सक्ता दै 
इस लिये दोनो आवो के सजातीय चापो का अन्तर पक दीधेडृत्त के चाप रूप ` 
मे थकारित कर सकते हं । इस सिद्धान्त को रावरंस ने निकाला हे (7. ए. 
रिणा) त, द्‌, ओर न, के भिन्न भिन्न मानौ पर से यदी भआवट, वृत्त, 
दीधच्रत्त, अतिपरवल्छय इत्यादि करा रूप हो जायगा इस ट्िये आवल को इन सच 
चक्रां का उत्पादक कट सक्रते दं | 


९०। यदि क्रिसी वक्रक्षेत्न के अनवत का समीकरण माटम दो तो चटन- 
कटटन के ?७दवे परक्रम के (३) समीक्ररण से चटज्ञान के विनां दी वक्रकेचापकरा 
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) 
। 


वक्रक्षेतां का चएपानयन । 2.५७ 


ज्ञानदो सकता हे क्योकि अनवल्टरूत समीकरण परर से चा~-वि = र इसमें जो 
चक्रजातीय चत्त का व्यासाद्धे विह -उस का मान अनव्रत के भुजकोटि रूप में 
ला सकते ह ओर ये भुजकोटिः अवटूत के भुजकोटि रूपम आ सकते ह इस . 
पक्रार अनचल्टरृत करे सभीकरण परसेचिका ज्ञान हो जायगा फिर स्थिर गःकर 
चडासेचापका मान भी विद्विति हो जायगा। च 
जञसे यदि उस पररवख्य को अनवल्टरूत कल्पना करो जिसका रः = ५अय 
यह - समीकरण टे ता चटनक्रलटन. के १७८ पक्रम के (१) उदाहरण 


॥ 

ग~ = ¶ क ॥ = म च ज अ + 

सरे अवल्रूत का समीकरण २७ अ र = ७(य-२अ) ओर वि = २ | म अ | ‡ 
१अ 


य~+अ 
२३ 
उस चिन्दु से करं जिस का जु=-य=रअ अर्थीत्‌ उस चिन्डुसं जो 


यद हागादस यये चा-+-२अ | = ट । यहां चाप की गणना यदि 


टोता हे कि वां चा =० इस लि 
ख = --२अ ऋण चिह्न रहण करने सरे क्योकि यहाँ ज्यो ज्यो य वदेगा 
त्योत्योचामभीवदेगा इसलिये चा = | < * | अ 


यदि यर्हो वक्र के २७अर = 9(य-२अ)* इस समीकरण पर से 





ल्ल कण मान जान करर चलज्ञान सं चाप का आनयन क्गेनतो भी ऊपर आया 


ग्र मान आजाय्रगा। 


९१ चक्रके अुजक्रोटि कर रूपमे यदि चापका मान विदितद्ो तो 
उस के अनव्रत का समीकरण जान सकते ह । 


चटनकरखन क्रं १७६ परक्रम के (२) समीकरण से 


तार्यं 
ताय + र ताच 
रच + धः त्य जर्टा य अनवरत का सुज दै 
1 ह 
समरोधनादि से य = य॑न-वि 1 (2 (१) 
ताचा । =~४ 


इसी तरद र = म वि ता (२) 
ताची . 
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२.५८ चटरादरिकटन । 
(~ ॥ | = 1 = 9 = क क क ( 
यदद्‌ चख आररर क्रूप म वादेतदहां ओर चक्र का समीकरण जानते 


१ 
हौ तो तच ओर ताण जान सकतेहै ओर वि, चा 1 चि-ख इस समीकरण 
ताय तारं 
समीकरण पर सरे जान जार्थेगे फिरदइन का उत्थापन (१) ओर (२) में 
देने से अनव्रत का मुज्ञ कोटि जान जार्यंगे । 
जसे किसी कातन्वली ( 1116 (2161119 ) का समीकरण 


1. 
र॑ = (इ ग + ग) 
५ 4 
ओर , चर (द -इ ग) यहदहे। 


यदा मान खो किं चाप की गणना उस विन्दसे दै जिसका भ्रु य॑ = ० ओर 
का=र=ग अच इन पर सं कातन्वदटा कं अनव्टरूत [110111९ ) का समीकरण 
जान जार्थेगे जिस की धश्रत्ति वक्र के निर्दि विन्डु (जिस के भुज कोटि का मान 
अभी मान लिया) केवदासे होगी । 

अव ऊपर केर ओर चा के मानसे 





1 | 
तार _ १ (दग _ ~~ ९) ) = त्रा 
सि स गः 
ताय ॥ 
) । 
। ५, च ष 
ताचा नश २ 
न~ (~ -- ~ 
ताय ग 
भाग दनेसं 
1 { 
तार ~ जा ठ आर = - र [न~~ ~ 
ताचा र ताचा र 


दन्य होगा । - तच चा = विः। । 
रन का उत्थापन (१) ओर .(२) मं देने से 

क) 

च षि 


~, चाग. 
य =य ~ -- ; र - 
। र 


^ ५ 











(५ ॐ | द ~ गः ग्‌ (ज =: 
ओर च = \८(र*-- गः) = ८ र गः | = ग\८ग' रः 
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| 


वक्रक्षे्ां का चापानयन । | १५९ 


इस सिये -चा _ ^ (ग - र शस 


उत्थापन वक्र के समीकरण में देने ¦ प 


› इस तरह से य = य + \८(ग~ र) इस का 


1 1 १ ~ ४ % 1 {. ; ५८ 
य यं (~~~ 
क ८ -;:-~~-~ ^ (^ =" द क १ # 
॥ ग्‌ ग ग €~ ४.८४ 
~> = ककानक्क श्त (~ # र 
च. -- २ ( द ४8 [ ) १.६ ६ ष्की १५ 


इस विये \८(ई-ग) = ` (दग्र ग). 
1 
य 
जोड़ देने से २ + ९८ (२ ग) = गड ग 


न चने ब्र 1 = च ५ (२९ - गः ) 
ल्घुरिक्थ लने सेयनगनलटा ~ग 


इसी तरह य + ९८(ग--र) = गा +^ र) 


इस वक्र को अङ्गरेजी में (172८101) कहते ह हमने इस का नाम जीतर 
रखादहे। इस में यदिग7रतो मूढ का मान द्विविध आवेगा ्रत्येक य के 
मान मं । ये दोनों मान संख्या मे तुस्य परन्तु भिन्न चिद्व के होगे । चरनकटन 
से यदि इस की आङृति वनाधो तो जान पड्गा कि जहाँ य = ° ओर र = ग वहाँ 
वक्र को एक स्कन्ध होगा जिसमे य अश्च असीमपथ होगा| 
९२ । यदि अवरत कं चाप का मान अक्षीय भुजयुग्म का फठहो तो 
ऊपर का युक्त से अनवद्टरूत करा समीकरण मी अक्लीय मुजयुग्म सम्बन्धी जान 
सकते हो । 
चलनकलन के १७७ परक्रम के (१) ओर (२) समीकरण से 
ध्रु `= श्चुः+-वि-र२दख-वि .**-*-*.*.-.-.*. . " (१) 
लः = श्रु -- ख - 
यहाँ भी पदे क पेखा स्वरविरिए्वणं ज्ञात वक्र करे दै ` अ्थौत्‌ अव्रत कं 
ओर केव वर्णं अनवद्ूत के हँ । अव्रत तो ज्ञात ही हे ओर इसी ययि छ, ओर 
शुका भी सम्बन्ध विदितदही होगा ओरचा 7 विख इसल्यि यदि चाका 
मानलंश्र'केरूपमंआसकेतो इसके वशसे (९) ओर (२) मेश्च,ख्कोउड़ा 
सकोगे ओर पक समीकरण ल ओर श्र मं सस्वन्ध दिखाने वाटा अनवत का 
ज्ञात हो जायगा । 
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१६० . चटखरारिकलटन । 
जेसे समाधिक सर्पिंल (पप 18 पाथः ऽए741 ) में (चलनकटन का २८ 
क्रम का (२) वक्र देखो ) यदि भन्स्प\कतो 
> = श्रु'ज्याभ 
यदो यदि अनवत की पञ्चत्ति सर्पि के धवविन्ददीसे मानं ओर उसी 
- विन्दु से यदिचाके गणनाकाभी आरम्भकरेंतो विच श्रगकरेभ ( <श्वां 
प्रक्रम देखो ) इस का उत्थापन (९) मेदेनेसे 
श्र": =श्रः+श्च -उछेभ-- स्थ ट चकम 
=श्च'"कछम-+श्चु “ज्याभ+ल-- सथ" छ-केम) (2) से 
इस वगेसमीकरण पर से 
ट--श्रु -छेम = + श्रु -कोञ्याभ 
श्रु (१ + कोञ्यान) © = 
कोज्याभ 


ता _ चि 


यदि यहाँ वन चिह्न ्रहण करं तोट = 


श्र ~ -- _{ + रकाञ्याभ प्र उस परसेभशध् 


् कोलञ्याभ ताद 
् १ + इकोञ्गभ र 
. . कोज्याभ(१ + कोज्या भ) 
परन्तु वक्र के समीकरण से वि =श्रु -छेभ इस खिये धन चिह्व ग्रहण करने से 
मान असम्भव आता हे । इस खये ऋण चिह्न छेकर क्रिया करने से 
शुज्याम जर तव (र) से श्रः = ध णभ ^, श = शकोज्याम_ 
कोञ्याभ कोञ्याभ . ` ज्याभ 
इस का उत्थापन खमंदेनेसे =श्रु ज्याभ। देखो यह अनवलत का समी- ` 
करण ठीक अवद्त दी के समीकरण के एेरा हे । 
९३। यदि वक्र के स्परोरेला से ओर वक्रस्थ नियतचिन्दु की स्पररारेला 
सं उत्पन्न कोण जो हो उसक्रं फट रूपमे चाप का मान जानना हो 





त्‌ 


ता भा का मान उस्रस्परारसखाक् फट. रूपम, जान करचापका मान 


जान सकते हो । 
जसे , मानो कि. क्रिंसी वक्र का समीकरण र = फ(य ) मूक विन्दु वक्र | 


दीं के चाप का कोद्र विन्दु है ओर. उसी विन्दु पर र अश्च स्पदास्ला 


मीदैतो वक्र के समीकरण से तार _ र्‌ = 
्‌ सं -त्तय = फ(य) = स्पव स्यच ( चखनकलन 


च 
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चक्र के चाप कां आनयन । “ १६१ 


के ११६ वें परकरमसे) जोंवः र अश्च ओर वक्र की स्पशेरेखा से उत्पन्न कोण 
का मान हे। ॑ | 


अव ऊपर के समीकरण से स्पव! कं फल रूपमे य कां मान जान 
जावोगे मानो किं य=फा (स्पवः) तो ¦ 


ताय 


~ त्र न्व ^ 
ताचः फा (स्पवः) छवः 


ओर तच = कोके 
ताय 





चचा 


दस दिये तन. = पश (स्पवः) छेश्वः कोखेव, 


इस समीकरण पर से व९ के फठरूपमेंचाकामान जान सकतेदो यदि 
वक्र के एक चिन्दु पर य अश्च स्पशेरेखा दो ओर उसी नियत विन्दु से चापका 
मान जानना दो तो ऊपर ही की युक्ति से समीक्ररण वना सकते हो केवर व\ के 
स्थानमेंवको खेना होगा। 


जैसे चक्रालदं ( @# ०1014 › में (चलनकलन के २८६ पक्रम का (१९) वक्र देखो) 


तार _ (रअ-य_ २ 
ताय ९ य ` स्पवः 
$ नअ ट = ( अङ 2 

इस दिये --- = ---- ओर य = रअन्याव 
म न नावः ॥ 

. ताय _ = ७अच्याचः-कोञ्याव, 

तात्र 

ताच ता 

= कोरेव ~ = ७अकोञ्यावः 
ताव्‌! ५ तव 


इस खिये चा = ४अ-ज्याव, +स्थि 
यदि चप की गणना उस चिन्दु से करे जाँ र अश्च स्परौरेखा हे तो स्थिराङ्क 
दराल्य होगा । 


इस प्रकार से वक्र के. दो स्पसौरेखाओं से उत्पन्न कोण ओर वक्रः के चाप के 
चीच सम्बन्ध दिखाने ` बाङे समीकरण को वक्र कां चापस्पादाक समीकरण 
कहते 
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१६२ ˆ चटराशिकखन । 
९७] यदि वक्र का चापस्पारिक समीकरण दिया हो तो उस पर से साधा- .. 
रण वक्र का समीकरण विपरीत क्रिया से जान सकते हैँ ! 


क्योकि चापस्पा्दिक समीकरण पर से जानते है कि 


ताय्‌ 
ताचा 





= ज्यावः 


इसचख्िये य = „^ ज्यावर्ताचए 

ओर इसी तरह र = .^कोज्यावश्ताचा | 

चापस्पार्दिक समीकरण से जानते है कि चा कोदईव, का फलदैः इसलिये 
य, ओर र का मान ऊपर के चखज्ञान से आजायगा । 


जेखे ( १) चक्राद्‌ ( (लागत ) में जानते है कि चापस्पारिीक समी- 
करण . चा = ७अज्याव, यदे 


` इसलिये ताचा = छअकोज्यावः ताव, 
` इस क्रा उत्थापन ये के मानमेंदेनेसे 
| . य = ^ ज्यावरताचा = ४अ „^ ज्यावकोज्यावःतावः 
= स्थि--भकरोज्याव, इसी तरह, र = ./^ कोञ्यावताचा 
= ७अ ./^ कोञ्या'वशतावः! = स्थि, + २अव१ + अच्यारव्‌, 
इस च्ियि यद्या दोनो समीकरण परसेयवारके फट रूपमे व, ज्याव,, 
करोज्यावः! का मानले अनेसेय ओर रके सम्बन्ध परस वक्र का समीकरण 
आजायगा । 
यदि दोनों अक्षो का योगचिन्दु वक्र का शिरः ` स्थान माने तो 
स्थि = अ ओर स्थि, = ° . | 
(२) इसी तरह चत्त का चापस्पारिक समीकरण चा = अ. यह दे 
इस पर से ताचा = अताव, 
ओर य = `#^ ज्यावःताचा = अ, ज्याव\तावः = - अकोज्यावः! + स्थि 
इसी तरह र = ./^कोज्याव्रताचा = अ. कोज्याव;ताव, 
=अज्याव\+ स्थिः यदि नियत स्पश रेवा ओर व्यासाद्धं के योगविन्दु ही को 
-मूलस्थान मानं तो स्थि = अ ओर स्थि! = ° इन का उत्थापन देकर य आओरःर. के 
सम्बन्ध से समीकरण र'= अ~ (अ-य) 
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न्यायाय 


वक्र-के चाप का भानयन । ` १६३ 


जैसे यदि न विन्दुगत स्पदारेखा नस को 
नियत स्पशरेखा मानो ओर किसी व विन्दु 
की स्परीरेखा वस तो ^ वसरं = वः ओर चत्त 
के धम सेव,= ८वकेन। के को केन्द्र समस्रो 
दस लिये नव = चा = अ-वः! ( जहो अ = केन 
= चन्तव्यासाद्धे)। इस लिये यदि नसर को र, 
अक्ष ओर नकेयको य अक्ष। ओर न को मूखविन्दु मानो. तो वं विन्दु 
की कोटि = वर = र = ९८ अं (अ- यः यदी समीकरण पहले. भी सिद्ध 
इ धा। 
(३) इसी तरह चटखनकलटन को २८६ पक्रम के (१२) - वक्र अपचक्राख्द्‌ 
( 701९४८० त ) के लक्षण से यदि अ को ` नियतविन्दु मानो उसी स्परारेखा 
य अक्षदही दहे इस ल्य इस अश्च को नियत स्परारेखा मानने से चाप- 
स्पाराक समीकरण 
तार कोज्याप्र-कोज्या+क घ 
ताय ~ ज्या क प~ चज्याप्र ~= सपव, 
रज्या =+ च.ज्यखा- च 


स - द्वः ज च च्ल्वा जच = स्प-+ चथ 2 6 { 
सञ्या -> प कोज्या --- ५. 








दस सिये -; + +रक प 
ओर ८२ पक्रम से 





९८ (ग --अ) ५८ 


् श्रुः +-सि 
परन्तु वक्र के छक्षण से । ` 
यः = (अ + क) कोञ्या.ष-२(अ + क) कर कोज्यावकोज्या अर घ 
, + क'कोज्याः अकच 
र = (अ + क) "ज्या ष- २(अ + क) क ज्याष्रज्या २~+क्व 
+ क ज्याः जक्ष 
श्रुः = य+ रः = (अ + क) ¦ 
रक (अ + क) { ज्या क्न षज्याष + कोज्या र पकोज्याष } +कः 
गः = (अ + रेक) = अ+ छअक +कः 


0 
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॥ ^ (॥ १ 


रं रः (न 


१६४७ | चखरारिकखन । 
ग--श्चु = अक + रकः +म्धक (अ+ क) कोज्या -५ प 
= स्क (अ +क) { १+कोज्या -रदू-ष} = छक(अ+क) कोज्याः ईष 
९८ ग--श्रुः = \“ { धक (अ + क) } कोऊ 
ओर \८गर--अः = ८४क (अ + कः) 
चाप-मे इन का उत्थापन देनेसे 
चा = -७क (अ+ क) कोज्या = प~+स्थि 
= *?(अ+क) (१--कोञ्या -अष .) 
यदि चाप की गणना वहो से करः जहां घ = 


परन्तु घ्र १ = =---- (1 ९ ग्रा त ना नाका 
परर वर दस कखछय चा = | = कोऊ त न | 


यदि यँ व! = ८ (अररक) +- वं 























धच 1 ् सनं 1 
ना? ~ उ - कोज्या = ~ ज्या = 
अ+ रक अ + रक अ + र्कं अ+र्क 
1 
स्यि यदि ७क(अ + क) अव 1 
इस व्यि यदि -----ज्या------=-चा तो 
- ६ अ `` अ+ रक 
चा = -^उ-)+चा 


| यँ स्प हे कि वक्र के उच्च स्थान से यदिचाकी गणनाकरंतो 
= = ४क(अ + क) अव 
अ अ + रक 
यहाँ स्वर चिह्नका कख भी प्रयोजन नदीं यदि उच्चगत स्परोरेखा को 
नियत स्टर्शारेखा मान टे क्योकि उस से ओर इण्स्परा रेखा से उत्पन्न कोण 
तव वं, यदी होगा 
इसदिये उच्स्थान से गणना करने में 


४क(अ + क) व 
अ अ+ रेक 


ज्या 


चा = 


इसी तरह अतिचक्रा्द्‌ ( प्र+7०५१०1०1१ ) मे नीचस्थान से यदि चाप 


४क(अ-क) 
अ 


गणना करे तो चा = ज्या ----- यह समीकरण होगा 


दोनो समीकरणों का रूप चा = ट ज्यान, एेसा कट सकते हो 
प्रथम मं र = (+), न = -जनच्क ८ १ ओर दूसरे में 
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वक्र के चाप का आनयन। १६५१ 


= *(अ-क) 


ज 7 १ इतनादही विददोषदे। 


(४) कातन्वखी का समीकरण यदि ` 
य 


यु 
11 गनननता) न्वे 98 ५8 ् न क 
र+ग-~->(इ +ड ) पेसा माने जिसमंर अश्च ओंर वक्रके योग 
विन्दु को मूढ मानं तो 


तार्‌ [= ग्‌ ~ ग्‌ | | चा य |= गृ स ग | 


इस लिये मूलविन्दुगत स्परारेखा से इण्रस्पशरेखा जो कोण वनावे उसे व, 
कटो तो चा = ग.स्पव, पेला होगा । इस पकार से कातन्वली ( (21९1121. ) 
का चापस्पादिक समीकरण उत्पन्न हो गया । । 

९५ यदि चापस्पारिक समीकरण से वक्रजातीय चत्त का व्यासा 
ठे आवंतो चटखनकटन कं १७९१ वच पक्रमसे 


वि = 7 (जर्टो बर = ब?) पेसा दोगा । 


जेसे खाघुरिक्थिक सपिंख में ८? प्रक्रम से 


चा श्र ९“ क + \ यदि भुव स्थान से चाप गणना करें 


=श्रचेम ओर चटनकलन के २२१ पक्रम से 
ख 
ल = श्रुञ्याम .. म्र = ज्याभ इसलिये . चखनकलन के १६८ वें परक्रम से 
= श 
विश्रु ता. ~ 





तार ~ च्याभ 
विकाभागवचा मेवेनेसे ह्न = ज्या ` छेभन्स्थि इससे सिद्ध होता 


दे कि लाघुरिक्थिक सर्पि मे चाप ओर वकजातीय चृत्तकरे व्यासा मे 


स्थिर सम्बन्ध हे । मानो किं वि=चा.त जहाँ त कोई स्थिराङ्क द्ै तो 


वि = चा-त = तात्र इसलिये ताव त = चात 


 चलानयन सरे त.-च + स्थिः = लाचा 
इसलिये चा = अ इत"ज्ा अ कोद स्थिराङ्कष्टे 
यदि चा=चा+अ तो चा= अ (इत) 
अव इस मे चा वँ से परिगणित हे जँ ब = ° 
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१६६ ्‌  : चलरारिकटन । 


९६। यदि वक्र कां चापस्पादिक समीकरण ज्ञात हो तो उस के अवलटूत 
का भी समीकरण जान सकते हँ 


( २) 





न ~ स 

कस्पना करो किं अव पक वक्र हे जिस के अव्रत की आरति कव, 
हे। मानो किं अव चाप (चा) की गणना वक्र के किसी नियत विन्दसे 
चकी ओर दे। 

ओर कव, चाप (चां) की गणना वक्र के किसी नियत विन्दुसेव,की ओर 
देतो यदि अ विन्दु पर अववक्र कीजो स्पर्रीरेखा अयदहै उसी को नियत. 
स्परौरेखा मान अव का चापस्पारिक समीकरण वनावें ओर क विन्दु से इस पर 
जो कथ खम्ब डाला गया इस को नियत स्पश रेखा मान कर यदि कव, का 
चापस्पारिक समीकरण वनावं तो अवद्रूत ओर अनवल्टरत के लक्षण से स्पष्ट हेकि 
दोनो समीकरणामे व, का एक दी मान रहेगा । 


इस -च्थियि (१) क्षे मं चावि 
ओर (२) क्षे में चा = स्थि-वि = स्थि 
दस छखिये यदिचाका.मानवःके फटरूपमें दहदोतोचाकामान भीव\के 
कोर फलटरूप म जान सकते है जँ जव च = ° तव वक्रजातीय चत्त काजो 


व्यासाद्धं दोगा वही स्थि कामानदहे। 
जैसे चक्राद्‌ मे जानते दह कि चा = ७अज्याष 
इस लिये च = स्थि - ---- = स्थि.-- ४अकोञ्याष । 


ताव 
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श 


चक्र के चाप का आनयन । , १६७ 

इस मे यदि व\=व॑,+ई ओर चा=ध+स्थि पेखा -कल्पना कर तो 
ध = ४अ-ज्यार्व? अर्थात्‌ यह भी एक चक्रार्द्‌ ही हुआ । 
इसलिये चक्राखद्‌ का अवल्टरूत एक चक्राख्द टी दे । 


इसी प्रकार इस प्रक्रम की विपरीत क्रिया से यदि किसी वक्र का 
चापस्पारिक समीकरण ज्ञात हो तो उस्र के अनव्रत का चापस्पादिीक 
समीकरण जान सकते हं । क्योकि ऊपर के क्रम से सिद्ध हे कि 


ताचा ॥ 
त्कः स्थि +चा 


इसख्िये चा = ॥ (स्थि + चा) ताव; 


इसलिये यदि चाकामानवश्केफरुरूपमंदहदोतोचाका मान भीवश्के 
कोद फर रूपमे का सक्ते है । 


जेसेःचत्त मे जानते है किं चा = अव, इसलिये 


< व 
चा = 1 (स्थि -1- अ-वरोतावः = स्थि व -1- द ह 8 सिः 





यदि चा की प्रञ्त्ति वहो से दो जहाँ व,=०° तो स्थि,=० । ओर 
अव्रत ओर अनवद्टरूत के योग॒ चिन्दु दी से यदि चा की गणना करं 
तो स्थि = ° ेसी स्थितिम 


| अ.वः 
. चा 
नश्‌ 


। (चखनकटख्न के १७८ वे पक्रम का (५) उदाहरण देखो 


ओरफकेस्थानमेवःको मानो) 


ऊपर कटे हट भक्रम की युक्ति से अव्रत का अवद्टरूत उस का -अवद्ूत यो 
अवदतो की परम्परा वा अनवट्टरूत का अनव्रत उसका अनवल्रूत यो अनवलरूतो ` 
की परम्परा सहज मे जान सकते हें । 


विद्यार्थियो को चादिये कि चापस्पारिक समीकरण पर से . वक्रो की आङ्गति 


.निक्राल अच्छी तरह अभ्यग्स करं 1 परन्तु चाद्ये किं एेखा वक्र रु जिस की 


आरति चक्राद्‌ के एेसी परसिद्ध दो । 
९७ च्राप पर से विपरीत क्रिया से वक्र के अज कोरि का ज्ञान। 
कटपना करो किं चा=फ(य) तो 
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९६८  चटलराशिकलन । 


_ ताचा ५ तारः 
फ़(य तार 
(व) = ताय = ५१५ तायः 





` स चि तायं = \⁄ { प(य) ¡ २ 
ओर र = [[ { फ(य) } --? ]च्ताय 
जैसे ( १) कट्पना करो किं चा = फ(य) = गय 
्‌ इसलिये फ(य) =ग 
ओर र = | (या १]६ताय = [ल र) रताय = य\.८ ग~? + स्थि 
यदि २ = र-स्थितोवक्रका द र॑ = य\८ ग~? 
(२). चा = कय) = ९८ (गय) तो पई(य) = (ग) 


` इस छिये र = { ग- १ ! रताय | (ग-य)ताय 1 (-य)ताय 
। +/(गय-यः) +((गय- यः) 





ग | ताय 
॥ \८ (गय-य ) 
= \“ (गय- यः) +य उज्याः-य + स्थि 


1 
यषद्द्‌र्=र स्थितो चरनकख्न कं २८६ भक्रम के (१९) वक्र, चक्रालद का 


समीकरण यह दै । 
(३) चा = फ(य) = अनलाय तो फ(य) = 


[५८ र | ताय = [-(अ --य)ताय 


^(अ-य) 
| अ ताय ॥ यताय 
य\८ (अ- यः) ६. चर, 


= अ लङ्गय) +५८(ग'-य)+ सि 


इस तरह से अनेक उदाहरण का उत्तर निकाठ सक्ते हो ।` ` 


इस तरह विद्यार्थियों को चादिये कि पूरव परक्रम में छिखे हृष सिद्धान्तो का 
अच्छी तरह अभ्यास कर प्रदन का उत्तर निका । 


.९८। यदि आकारा मं कोड वक्र दो जिस का समीकरण भुज, कोटि ओर 
शङ्क से बनता दो अथीत्‌ तीन धरतो के सम्बन्ध से समीकरण हो तो गोट- 
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= "च 


नि न्यक नक्ष "० ०१०४ 


वक्र के चाप करौ आनयन । ; १६९. 


युक्ति से यदि क्षितिज, पूर्वापर ओर याम्योत्तरन्रत्त ये तीना धरातल को कम से 
| मान ङं ओर आकाशीय विन्दु को ग्रह कर्पना करं तो इख ग्रह करा ज्ञान याम्यो. ` 
| तरीय . युज = य, पूवोपगीयकोटि = र ओर दग्‌मण्डटीयराङ्क = ल के ज्ञान से 
हो जायगा । श 
यदि किसी नियत विन्दु से ब्रहके गमनदिदा सरे जो वक्र हृभा उस 
के चाप का मान=चा मानं ओर जवं अरु=य~+८भ्य, को = र+\र 
ओर छल +^ कर्पना करं ओर उस समय मे चाप-चा+८^चा 
मानो तो गोदयुक्ति से.^ चा = \/ (८्कार्र टत दसः | 


श्य का भाग देकर भय के स्थान में शून्य का उत्थापन देने से ` 


ताचा >. तार्‌ = ~ 
कर = ५ ९, ८ त ( ताय/ णसा होगा । 
इसा पक्र 
ताचा ताय ताट ५२ 
तार = «(1 + व (र ) + 
ताचा .. | ताय तार्‌ 
र ताल = \८ 1१ + (र) (त 


< = ९.“ ताय्‌ तरर ताल 
याँ वक्र के समीकरणो पर से तार › तत्रे" ता › इत्यादि, यवार 


१ 
~ 


अथवा छ के फट रूप मे आ सकते हँ फिर इन पर से 
= [५८ { १4 (का) (ल ) } ताथ 
वा चा= |\८ 1 २ + -गच-) हत ) } तार 
अथवा चा = [\८ { १ + (य) + (कार ) } तार. 
इन का ज्ञान हो जायगा । | | 


स भ्रकार के वक्रको द्विगुण वक्रजातीय वक्र ( @९८5 0 १०1 
(पा ४य1€ ) कहते 


क क 


जैसे कस्पना करो कि एक वक्र नीचे च्खि दो समीकरणो से ज्ञात्‌ ह । 
र -=अथ ^ ~ ० (१) 


= \^ (रगय- य) + गडल्या र च . . . ८ (२) 
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१७० , ` चलराहिकटन । 
. यहाँ दा समीकरणो से वक्र ज्ञात हे इस का तात्पयं फसा समन्नो । 

कल्पना कये कि उदयास्तसू्र ओर याम्योत्तर का सम्पात अ ह तो अ विन्दु को 
मूखविन्दु, याम्योत्तर सच्च को य अश्च ओर उद्यास्त सूत्र को र अश कर्पना करने से 
(१)समीकरण का परवट्य जो क्षितिज कं घरात मं उत्पन्न होगा उसको आधार मान 
उस पर एकर समखात एेखा वनावो जिस का पृष्टसूञ् सव ऊध्वोध्रर सत्र के समानान्तर 
हो । इसी तरह अ को मूल मान ओर याम्योत्तर सूत्र को, य अक्ष, उर्ध्वाधर सूत्र 
को र अश्च के णेसा र अश्च मान याभ्योत्तरच्रत्त कं .घधरातट म जो (2) ससीक्ररण 
से चक्राख्द्‌ बनेगा इस को आधार मान एक समखात वनावा जिस का सव प्रष्ठ 
सूर उदयास्त-खत्र के समानान्तर दा त) षटेसं द्‌। समखातो कं आपस म कटनं से 
जो वक्र की आकृतिं होगी वदी वक्र ऊपर के दोनो समीकरण से अपेश्चित हे । 


तार अ ताद (9 

हटि यहा यः = गि 4 2 भय 
इस लिये यो तात्य य ` ताय गर 
~. ताचा तार | | ताल ) ग] =, +अ + स्म 
अर -ताच = \/(६+ अ + रग र 
` ताय |- ताय / । ` “ (१ अप्र द) 

~ ~ />ग्‌ अ) 
य 


4 1 + 
इसलिये चा = [\ (> --) ताय = \८स्ग+अ | तायय ॐ 
= २९८ (दग +अ) \८य ' 
यदि मूल विन्दु से चापकी गणना करं तो स्थिराङ्क की कुछ आवद््यकता 
नदी । | ॐ 
९९। इसी तरह यदि य, र, ओर ट किंसी “का” चक के फर दा तो चटन- 


क 


कटन की युक्ति से सिद्ध कर सकते दो कि 
{| ताय | | तार | [ ताख | 
+ 
ताका ताक्रा ताका ताक्रा 
~ ताय | तार | ता 1} 
इस ¶दछ्य च" = ताका 
स | तकरा | ताका.। ` ` ताका । । 


ज्ेसे यदि य = अकोल्याकरा, र = अन्याका, टख=गका 








तो ~ = -- अञ्याका , -- ~ =अकोज्याका, - - =ग 
ताका १ ना ति 





क 


दस लिये चा = | ५८ अज्याका+ अकोज्याका-+ग)ताक्रा 
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चक्र करे चाप का आनयन। २७१ 


= दे 3 
= 1 (अः गः) रताका = \८ (अः + ग )का+ स्थि । 
२०० यदि य = श्रुज्याघक्रोञ्यापः, र = श्रुज्याषञ्यावः, ट = श्रुकोज्याष 


पेला अक्षीय समीकरणद्टो, तो जव वक्र दो समीकरण से विदित 
अशात्‌ य, र, खम से कोड दो तीसरे के फट तव स्पष्टे किं श्च 


6! 





स = 
प,प.ः इनम भी कोडईेदो तीसरे के फट दोगे। इसल्ियिप् के वदा से 
ताय ता ताप? 

1 प्रक्र श्र ५ प्र "न~~ 
त = ज्यापकरोज्याष' ता + शरुकोज्यावकोञ्याप्रः = शरुज्याधज्याप! -त 
त~ = उय्रापज्यावः ता + श्रुकोज्याषञ्यावः + श्रज्यापकोञ्याप, - ताध 
ताप < = ताप 
 -ताय = कस्या -ता _ श्रस्यापं 

ताप 


इस छिये ता | | तार | | | 
ताध ताप ताप 
= | 9 | + श्ुःज्याप्व | ता | +श्चुर ` 
ताष = ताप = 


स ~ | श्रु ॥ < 2 | प्र ॥ २ 


५ 


दसी तरह र, ओर प, के वरा से 


चा = | \८१ शरु | ताण + २ + श्रज्या्प | ताः | } ध्र 


वा, चा = 1 ९८ 1 ्ुः | = | | ल श्ुञ्या्ष ॥ ताप, 

१०१। इसी तरह अन्तरिक्षम जो वक्रो उसके किसी विन्दु पर जों 
स्पर्श रेखा हो उस पर मूल्छचिन्दु से पड़ाखर्म्ब यदि कटो तो ७५ धक्रमके 
(६) समीकरण से चा =. 1 तह्न णेला दोगा 1 

यदह समीकरण यद्यपि णएकधरातखगत वक्र मे सिद्ध होत! हे तथापि जव दो 
एकधरातटीय वक्रौ के योग ही से यह वक्र उत्पन्न हआ है तव योगचिन्दु मे इस 
म भी यदी धरम रहेगा । अथवा जव चटलनकलन से सिद्ध हे कि 


ताचा = न £ ओर श्रुति 
ताश्च 9 ९८ श्रु - ट) यह दाना न्तरिश्चस्थ चक को स्परों रेखा ओर ध्रुति से 


चद, 
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१७२ ` चटरारिकटन । 
उत्पन्न कोण कीं छदन रेखा है तव -ताचा _ 
ं | ताश्च 
-- त ५ चा 1 
५८ (श्वल) ` ` (श्रु -ख) 


अभ्यास कर दल्यिये पदन 


१ यदि वक्र कां समीकरण ध(यः+-र) --अः=२अभ्र्य्यदह हदो तो इस 
के परिधि का मान वता) 


) परि- = दअ. 
२। सिद्धकरोकिच्ीतरक्राचा= + गलार^+स्थि। 
२। सिद्ध करो कि किसी चिच्छेद ( 11001101 ) का चाप 
1 ३ 
` = रि व द र्‌ 1 4 
1 | 1] (ग-कर) ज्या सः (ग + क) कोर्रा न्दता 


॥ 
जहटा अ=अ 


चटनकखन के २८द धक्रम का (१२) वक्र देखो 
४ किसी वक्र मे यदि य = ज्याप (रप + इष) + कोञ्यापर (२ + देप) 
= कोज्याप (रष + रेष) - ज्याप (२ +दप) 
तो सिद्धकरोकिंचा=पः+पः + दष + २। 
५। सिद्ध करो किं किसी वक्र मे यदि 
य = ज्यापफ(घ) + कोञ्यापपः' (घर) 
र = कोञ्यापफ(प)- ज्यापपः (घ) 
तो चा= फ(घ) + फ़ '(प) । | 
६ सिद्ध करो किं यदि वक्र का समीकरण र~-य“+इयष्हो तो यदि 
_ मूखविन्दु से चाप की गणना करं तो चाय (यः+ ११६ । 


७| २१ = अयः इस समीकरण के वक्र का चापस्पारिकसमीकरण कैसा होगा। 


उ० चा =< --१) । 
८। सिद्ध करो कि परवटखय के चापस्पारिकसमीकरण मे 
ताचा अ १ +ज्याव अनल्याव 
-=----- । वा, च। = - खा ------ +----~- 
ताव कोज्याव! ` १-ज्याव, . . १-ज्यावः 


९। सिद्ध करो किं यदि वक्र का (य+र)5-- (य--र) = अभ्य 
समीकरणदोतो 
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अभ्यासं के दिये प्रदन। | १७२. 


~~ चं न, र 
चा =) 1 (य +र)ड + (य--र) } । 


१० सिद्ध कसे किं अपचक्राख्द्‌ का अवल्रत एक अपचक्राख्द ही 


४० (~~ क © अः (4 
होगा जिस के स्थिरव्रत्त का उयासाद् = स्क चछितचत्त का 


व्यासाद्धं = ॐ कं दोगा । | 
२९१ श्म = अमकोञ्यामच इस समीकरण के वक्र मं यदि > यह कोई 
अयिन्नसंख्यादरोतो चाप का मान जान सकते दे। 


१२ सिंध करो करि यदि वक्र का समीकरण इर = -ध्- 


प्सा हो 


ताचा उ+ 
ताय इ? 





हागा। 


१२३। यदि चत्त का व्यासाद्धं=२ इस के चाप का प्माणन्प दहो 
ओर इसके अनवत का चाप = प, अनवद्टरूत के अनवद्टरूत का चाप = षर; 
इस के अनव्रत का चापः इस तरह अनवद्टूतपरम्पराओं क 
चाप मान पम, प. इत्यादि मानो तो सिद्ध करो कि 

व+ +पर्+षः+ ˆ ˆ ˆ ° * =इ-\ दोगा। 

अनवद्टरूत ओर चत्त के योग विन्दु से चाप की गणना समस्य । 

१४। यदि किसी इद्ामूलक ( 111€ 1.211111156 {€ }) का 
श्रः = अः कोञ्यांरप पेखा समीकरण हो ( चटनकलन के २८६ पक्रम का 
(१०) वक्र देखो ) 

तो सिद्ध कसो किं उस के परिधि का मान 


१.३ य 
२२..८ २.७... 


१५ यदि एक विन्दु से दीरधचत्त पर दो स्पररेखा खीची जार्यतो वो 
स्परोरेखा दो भुज ओर उन के अन्तरगत दीघेवृत्त का चाप भाधार मानो तोदो 
सरल ओर एक वक्ररेखा इस से एक नरिवाह उत्पन्न आ इस जिवाहु के अन्त- 
ग॑त जो व्रत्त बनेगा वह वक्राधार को जदं सपद करेगा उख से जो दो भाग वक्रा 
धार के होगे उन का अन्तर त्रिभुज. के दोनो जौ के अन्तर तुस्य होता है । इसे 
सिद्ध करो । 


= प्अ (१- ९ + ` ») यदह दोगा । 
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१.७८ चटटरारिकडन । 


न क यः य 
२६ {जस चक्र का ---- मृख 
११ र = -द्न" ख = -दजः ये समीकरण हं उस के मूल्य 
विन्दुसे चापकरा मान वतावो। उ०,चा=-य~+ल। 


१७ कि करो किं यदि वक्र के समीकरण पर से (का ) शा 


तोचा-~-य-+ख-+स्थि) ्‌ 
३८] वक्र का एक समीकरण र = फ(य) यद दिया इञ है ओर यह जानते 
है किदटसकेचापकामानय~+ख~+सि यहदहेतो चक्रक दसरा समीकरण 


क्यादोगा। उ०, = | { फ(य) -} ताय । 


१९ वक्र क्रा पक समीकरण र = ज्याय यह हे ओर इख के चाप्‌ कामान 
=य + तो दृसरे समीकरण का सान वता । 
० छ = ` (य + 14) 
२०] किसी चक्रमे र= २ अय--य,टख = य-3 ५ य तोचापका क्य। 
मानदहोगा। उण०्चा=य~+र-ख 
^~ यः र ल ल्द 
९९ सदि म. = =६य-३[्, -ड] 
! | य त च ख क्र १ य 1 द्‌ | -[- द अ 
ये समीकरण हां तो चापकाक्या परमाण होगा| 
ड०, य, र अश्न के धरातल मे जाँ पर वक्र मिखा हे इस विन्दु से यदि चाप 


५९.60 


| 
के २ -2 ४ द हि 
की गणना करे तो चा = (अ + क) (यः - अ) 


२२। < परक्रम के (१) श्चेत्रमंत विन्दु परजो स्परशारेखा होगी उस पर 
न से पड़े छम्ब का मान यदि नल रक्खो तो सिद्ध करो कि 


(१) नर > नट = नअ >€ नक्र । (२) नवः + नटः = नथः + नक । 
२२३। एक दीधघंच्रत्त के परिधि चतुर्थो का पेखा दिमाग करो किं उनका 
अन्तर व्यासाद्धोन्तर तुल्य हो | 


८५ घक्रम का ( १ ) क्षे देखो . यहां त ओरव दोनों पकी स्थानमेदो 
जा्यगे । ओर नट = \^ नञ ;< नक्र ओर वख = नअ - नक 
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= ~= ९... जक 


कि 


~ ^ 


अभ्यास के दिये पदन । १७५ 


२४। २३ वं प्रदन म द्विभागकारी विन्दु जो दै उस पर दीर्षवरत्तमेजो - 
स्परा रेखा होगी वह दोनो अश्चां मं द्विभागकारी विन्दु से क्रम से व्यासार्ध तुल्य 
अन्तर पर कुगेगी अथात्‌ र अक्ष मं बृहब्या्ाद्धंतुस्य अन्तर पर ओर य अक्ष में 
टधुव्याखीद्धतुख्य अन्तर पर । इस को सिद्ध कसे । 

२५ यदि ८५ प्रक्रम के (१) क्षेत्र मे (२८ ).पदन के अनुसार टम्ब नट 
डार तो सिद्ध करो कि वल, तख वढ़ाने से जिस विन्दु पर करगे वह विन्द्‌ दी 
स एेकनाभिक अतिपरवल्यमं होगी जो कि (२३) पदन मं दिभाग- 
कारी जो विन्दु हे उख पर जायगा । यद्टाँ पर यह भी सिद्ध कसे करि.अ ओर क 


५ 


क © 9 के र क क~ क ( 
1चन्दगत स्परारखाञा क याग वन्दु पर मा वह आतपरवदय जायगा | 


२८६ प्क दी स्थान से तीन ङ्के दौड़ पला सर मागं में ओर वाकी दोः 
वक्रमागं मे। पहला जिस स्थान पर पचता था वहां पर यदि उस की गमन 
दिशा पर लम्ब करतो यह छस्व दृखरे ओर तीसरे के तात्कालिकः स्थान पर 
जाता द । यदि पडला २० कोशा चल कर घ्र जाय तो उस समय दूसरा ओर 
तीसरा कितना कितना चख चुके दोगे । इस प्रन में हम इतना जानते हँ कि किसी 
समय मं पहले से दूसरे के स्थान का अन्तर = \^४अय. ओर परे से तीसरे के 


स्थान का अन्तर = अयः । 
यहां किसी समय में पटे के चट चुकने का प्रमाणयंदहे 


० दूसरे का चटना ५८ २०० + ९०अ चटा { २० + अ ¬ २५८ ९००. २० आ + ९० अ 
| ४ 


तीसरे का चटना + | + | 1 
ङ्ग ^ ‰ सज्य | 


इति षठाध्याय । 
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१.७६ चखरारिक्रटन । 


अथ सप्मध्याय | 
वक्र क्षेत्रो का फटलानयन । 
१०२] जिस वक्र में कोटि, सुज का. कोर फट है वहाँ चज्नकखन 


कि (4 त [फ 26 क 
से सिद्ध है किं -त ज = र (चखनकलन का १५६ वाँ प्रक्रम देखो) 


इस ल्यि फ [| साय इस मे कोटि के स्थान मेंरः ओर र, का 


उत्थापन देकर सान्त चटलानयन से 


= 


^ 


८ घम मःवर वक्रचतुभूज का 


। र~ = 
< फट | < रताय यह होगा | 
र 


क व 1 
क 


व 


यहा यदि. अश्च तिर्यक्‌ होतो 


+ ५ 


~ श 


यदी फल ज्याअ | २ रताय एेखा होगा । यहाँ अ = ८ रअय । 
श 
१०२। इस की व्यासि के लिये कु वक्रो का फटानयन करते ह । 


केन्द्र को मूर मान चत्त का र = \^ अय यह समीकरण दै इस के फल 
का मान जानना हे । 


यहां १०२ परक्रम सेषः = | ५८अ-चः ताय 
य\८(अ--यः) , अ य 
य\८ (अ -- य ५ ज्या--+स्थि, यदि प्रथम र को र अक्ष में 


मिला समश्च तो उस समयय=-० होगा ओर फल भी द्यूल्य इसलिये 
स्थि = ° तव फट | 


य\८(अ--य) २ अ 
| 0 = ८८५ = = ज्या“ । 
दस भम यदि य=अ तो वृत्तकं चतुथादा का फ = -र >८8 
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= = क ~ क कनक चक ` जो + = वि क. कोः जह कर = 


वक्रक्षेच का फटखानयन । १७७ 


अ 7 अ >< चरि 
स॒ लिये समच॒त्तफट = अ > अ> = अ» = ---.--- = श्य प परि 


अ्थौत्‌ परिधि, व्यास के घात की चोधाद बरत्तका फर दोताहे। इसको 
भास्कराचाथं भी जानते थे इन से भी भराचीन ब्रह्मगुक्ादिकों ने भी 'यह जान छखिया 
था । परन्तु इस की उपपत्ति वे रोग नही दिखलाये । 


१०४ वीधच्रत्त के फर का आनयन । ~ 


५ र्‌ द 
यहां रः = ह (अ~यः) इस लिये 


= = [५८ (अ-य)ताय । परन्तु १०३ रं से  ( ५८(-यंगृताय 


यह अ,व्यास्ताद्धं से उत्पन्न चत्त का फर है इस लिये उस चत्त का 
सम्पूणं फल जो हो उसे टघुव्यासाद्धं से गुण कर वदब्यासाद्धं का भाग 
देने से दीघच्रत्त का क्षेत्र फट होता हे । 


१०५ ` परवलखय के फट का आनयन । 

यहां र = ७अय । इस लिये 

फट = | ९/८ (अय)ताय = ग्य + स्थि। 
यहो यदि य = ° तो फ = ° इस खये स्थि = ० । 


तव फ = ह य २> य = --- अ्थौत्‌ भुज ओर कोरि सेजो आयत 


वने उस का दो तृतीयांश परवख्य का फट होता हे । 


१०६ जिस वक्र का र= अयन फसा समीकरण हे उस के फर का 
आनयन । 





यटा फ  अयन्ताय अ ॥ यन"ताय = बय ठ + स्थि । 


यदि सूर स्थान से फट की प्रचत्ति मानं तो स्थि = ° इस लिये 


अयनः अयनभय रभ्य व) 


पक साधारण सिद्धान्त . उत्पन्न. हो गया । इसमें न के स्थानमेयदिरका 


उत्थापन दो तो परवल्य का फट आ जायगा । 


१०७ अतिपरवटखय के फट का आनयन । 
[ < 
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९७८ . श चररादिकलन । 
केन्द्र को भूल मानने सरे इस का समीकरण र= ज ^ (य--अ). 
॥ इस खिये फ = ~ [५८८ ) ताय ्‌ 
क {२८ (यभ) खा (य + ६८(-अ) ) | + खि 
यदिय=-अतोष=-० इस लिये 


क भ 
० (ल खा } रि रद्रा खाअ 
दस ल्य 


क { य\८यर अः अ य + ९८ चज] } 
=-=. ~ | | 
-: 4 ञं. 
~ _अक. ध्‌ 
९० [५१] 


केन्द्र से वक्र के प विन्दु तक्र पकरेखा करदोतो भुज, कोरि, श्रुति 
लाः = यर्‌ (~ 

से जो जारयधिशुज होगा उस का फर र यह होगा। इस लिये श्रुति, 
अतिपररख्य का चाप ओर केन्द्र ओर शिरःस्थान का अन्तर असे जो वत्र 


तरिवाह दोगा उस का फलक = कला +)  -. .. ... (९) 


(चखनकखन का १९१९ वाँ भक्रम देखो) 

१०८। चक्राख्द्‌ के फर का आनयन । 

चक्राद्‌ मे य = अ (१--कोञ्याष) । र =.अ (पष + ज्याप) । 
इस दिये ताथ = अज्यापर-ताष । । 

ओर रताय = अ(ज्या^प + पञ्याघ्र) ताप 


६ अ 
= अ षञ्याप्रताप + -र( १ कोज्यारप)ताष 


क र ‡ : । 
इस सिये [रताय = अः || पर्यावताध + ‰ |( (4 -कोञ्यारष)ताप् 


` = अ(--परकोज्यापं + ज्या) + अ ( घ ~ स्यार ) 


यदि ० ओर 7 के वीचष | क मान मे फर साधन करो तो चक्राढ्द ¦ 
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. वक्रक्षेज का फटानयन । | १७९ 
छ 2 # भए क क # = 
के आधे का फल = अः” + क = ~य = चछ्ितद्रत्त के फल. का डेढशुनां इस 
लिये चङितन्रत्त के फ को तीन गुना करने से सभ्पूणं चक्राद्‌ का फल होता 
हे ( चलनकटन मे २८६. भक्रम का (११) वां वक्र देखो ओर व्हा क = अ, ओर 
अ=ष मान लो) 
(~ ठ ४ 2 - 
इसी वक्र मे यदिर=्अप तो पू्ेयुक्ति से रताय = अः | पञ्यापताष 
= अ(--प्रकोञ्यापर +स्याघ) यह चक्रा के साथी का फरुसमीकरण 
हुआ । इसमे षके ० ओर ्के वीच यदि फरक साधन करे तो आधे वक्र का 
फल = अ 7८ । इस छिये चछितच्रत्त का दूना इस का फट होगा । . 
१०९। कातन्वली के फर का आनयन । 
यय 
यर्टोर नग (इग+इ ग) 
( क ग्‌ ६ ` == ५५ गृ ६ य्‌ (षं य्‌ 
दस लिये फ = | रताय =दइ | (इय +इ गः)ताय= य्‌ (इ-इ .ग) .. 


--- 


| ग २ - ३ ध 
= ग ए 1 } 


4 = ९. 
= ग \ २९(इ ग +२+इः भ)-गंः | ₹ = ग (रः-ग) 





ट = क ९ * ~ 
नो क) रनर =ए्स समीकरण के वक्र का फलानयन। 
` यदो यदि य = अज्यारम+१घः ओर रक कोञ्यार्न,+प्; 

तो ताय = अ (रम +१) कोञयाधर उया्मघ, ताषः 

इस खये फ = | रताय = अक(रम + १) || कोञ्यारन +"वरज्यापमष.ताष,+ 
३५ पक्रम.के (१) समीकरण से इस का चर खा सक्ते हो । 

वा खण्डचलङानयन से ` - 
ू ( कोज्या न" "परज्याःष, तापर 


कोञ्य रनन॑शद् २म्‌ +? र { 
~ लभ श र [ज्या म्‌+ घकोज्याः्नष,ताप, । 


~ कोज्याःन+'षश्ज्या'म+प्ष, 
स्म+ 
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१८० | चटखराशिकटन । 


न 7. र्म ् > ५ 
+दमद्ट | ज्या प्र(९- कोज्या षः)कोज्योप्नप,ताप, 
3 कोल्यास्न 8 वपष्ज्याशम + प्र 

रम-+-र 


+ उन [ ज्या्मप;कोज्याः्नषरताप, 


-- 34 | ज्याःमपकोज्यपन पलापः 


पक्षान्तरानयन कर उम्‌+न+> काभागदेदेनेसे 
| ज्यापरकोज्य 1 रन+ रपतापः, 


_ कोज्या न+ पज्या त्प न+ > ~ 
नस + तदग्धन [ज्या "पश्कोञ्यान्परताप, 


यदि ° ओर के वीच षर के मान मे सान्तचट का मान लवे तो सम्पूणं 
वक्र का फर (र) सेस्पष्हे कि 


१-३-५७. (न + १) "९-३५-9... (रम + १) अक > 
२.५.६.८ ००००००००. व २८म + न + र) अ?) यदी टोगा । 


न, म के स्थान में भिन्न भिन्न संख्याओं काउत्थापन देकर अनेक वक्र ओर उनके 
श्चे्रफट जान सकते दो । . 
ॐ, त्ति (य र 9 = २१ स न क स भ ५, 
जसे यदि वक्र का ( ~ 25 ( = ) ९्य्ेसा समीकरण हो तो यहाँ 
म=१९ ओरन=१ इस लिये रन+१=३, ओर रम+? ३, २(म~+न+१) 


र ठेने ~ ,२.१. 
= ६1 फल में इन का उत्थापन देने से वक्र का संपूणं फट= १ = 


अक्रन = करभक 7८ टं अक. | | 
दस चक्र को चलनकलन्‌ से सिद्ध कर सकते हो कि दीर्धचृत्त का अव्रत हे । 
११९१ कभी कभी दो सीमां के मीतर फलानयनमें वडा धोखा पड़ जाता 
दे। कयोके ऊपर के प्रक्रमोसेजो फडानयन कियाद किंसीस्थानमें रके 
धनत्व.वा ऋणत्व का विचार नीं किया हे सव्र र को पक ही भकार का मान ` 
लिया है । परन्तु फटानयन में र के स्थानमेंयकेफठमेजो उसका रूप दोता 
हे उस का उत्थापन देकर फट साधन क्रिया हे इस लिये संभव है किं इस फल 
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7 > ` 


वक्रक्षेत्र का फटानयन । १८१ 


मं ऋणात्मक र संबन्धी य करा उत्थापन देने से वदी मान अवे जो कि घनात्मकं 
रमे आता दहो पेखी दशा में अवद्य धोखा खाने की सम्भावना दे 1 


जञेसे यदि किसी वक्र कार = गज्या य पेसा समीकरण दो तो यदा फट ` 


का समीकरण | रताय =ग | ज्या ‡ ताय = - गथकोञ्याय मानोकि 
क आर क अ, कोरि 
जव यनयःतो र = र! ओर जब य = यर तव र = र. इस लिये रः ओर रः कोटि 
मान के वीच मेँ क्षे्रफल ग |१्ज्याय्‌ ताय 
| १ 
गथ | कं यट व ० आ1 इ (~-ः 
= गअ | कोज्या -टु -- कोज्या | यदह हुआ 1 इसमे पटखे मानो 
कियः?१-०, यर=अग, तो फर-रगअ यह होगा । फिर मानो कि 
य९ = ०, यर = सअ तों गञ| कोज्या य -- कोज्या ~~. इस का मान शल्य 
होगा जोकि क्षत्र की आरति से असम्भव हे क्योकि जव तक य, ० से य? के 
ऊपर आवेगा तव तक र का धनमान वढृता रहेगा फिर आगे धनमान घटने 
छगेगा जव य = अर तव इून्य हो जायगा इस छखिये वक्र फिर य अक्ष मे मिकेगा 
इस खिये यः = ° ओर यः = अम के वीच का पहले जो फट रअग आया हे वह 
एक ही चाङकेर मे सिद्ध हआ ठीक आया। अवयका मानअगम्के आगे 
वदृेगा तव र का मान ऋण होगा ओर वरावर य के रअ> मान तक 


ऋण ही ऋण चला जायगा पेसी द्रामे य अक्ष से नीचे वक्र वनेगाज्ञेसा 
किं नीचे की आङ्ति से स्पण्र हे ॥ यहां अग = अग आर अश्च = र्अग 


र्‌ | = 
॑ । क॑, : ओर कम=ग=मश्घ । 






ओर वक्र के धन कोरि 
य॒ मान मं अश्कगः खण्ड 
ओर ऋण कोटि मानम . 
ञं ^ गश्च खण्ड हे 1 इस 


+~ 


च्वि ० ओर रथग्के वीच य के मान में अ.कगःघच का फल वक्र-के 
समीकरण से अष्कगः का अथोत्‌ रग-अ का दूना धगअ दोगा परन्तु 
फट के समीकरण से शून्य आया इस चखियि वह . असम्भव है । ठेसी स्थिति 
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१८२ चखरारिकटन । 8 
मे चादिये कि गश्च के फट के ल्िथि र का मान ऋण मानो तव इस 


| स ` 4 
का फट = [ (-रोतायं = ग | (--ज्या ` +-)ताय = अग कोज्या --- + स्थि 


इस लिये सम्पूणं फट = ग ४ ज्या-य ताथ + ग | = (-ज्या व )ताय . 
६ 
= सग + रग = गअ यद ठीक होगा । 
फेसे पसे स्थानो मे र के धनत्व वा कणत्व का विना विचार किये फलटानयन 
ठीक न दोगा । ५ | 


१९१२ जव कीं सीभितवक्र के पर साधन में [रताय करे मानसं य के 


स्थानमंक्चाक्या उत्थापन दं जिसमं सम्पूणं वक्रका फट आ जाय इसमें 


संदाय जान पड़ तो { रताय स्थान में | तन ताचा इस का उत्थापन देने से | 


खुगमता हो जायगी इसमे चा के स्थान में वक्र के परिधि का वा तत्सम्बन्ध ओर 
कोद चख का उत्थापन देने से सम्पूणं फ तुरन्त आ जायगा । 
जैसे दीर्घन्रत्त मे ७७ चं घक्रम से 


चै 
ज ज क भक 9.9.०७; काक्का ज त9 





- नव = अ\८ (९- इ्याघ ओर पव = अकोज्याप इस दिये 
ताय_ कोञ्याप् ताय. =; | । 
= (न 
इस खये 1 =` ताचा = अक [ कोज्या ताय 
= - ( १4 कोज्यारप ) ताप = -- (ष ~ ज) अव सम्पूणं दीधंचृत्त की | 
( - ^ लिये । ¢ 
परिधिमें घ, चार समकोण अर्थात्‌ २ दोगा इस लिये इस का उत्थापन 1 
देने से सम्पूणं दीधेबत्त का फट = अक्रम = -- अ । यदी परे भी सिद्ध 
हुआ था । 


कीं कदी य को कोरि ओर रको भुज मानकर भी दो भुजो के वीच वक्रीय 
कट का साधन कर सकते हो । 


जैसे परवलय में रः= ४अय > = य इस लिये 
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हि = सूति = ` ज १ -गत््क्छि =, += * ॐ त 


वक्रक्षे् का फटानयन । १८३ 


१ श्त रः रर यर = 
1 यतार अ र्‌ र १२अ अ २ ध व्‌ 
चिन्डुसेर अक्षपरजोयके तुद्य कम्ब पड़ा उस से ओर छम्वमूक ओर वक्र के 


शिरःस्थान अ तकर जो रेखा ओर वक्र के चाप से जो वक्रधिवादु हुआ 
उस काहे। 


११३ २, ओर ४० वं प्रक्रम से स्पष्टे किदो कोयियों (र, रन) 


यन रताय =र-च१ + रश्चर+ ** "+ रन-श्चन 


के वीच वक्र का फट = 
्‌ य 

यही हे । जहां र = फ(य); र. = फ(य०), र १ = फ(यर) 
रन = फ(यन) इस चिये ६२ पक्रम की युक्तिसे श्रेदीरूप फक के पदो का मान 
र८^ य इस सों चे से अथवा फ(य)^\य इस सों चे से पकरादा कर सकते हे । 

याँ भी टीक वैसा ही अर्थं समञ्मना चादिये ओरच का सूचक ज्ेसा कि 
चटनकलन में प्रसिद्ध हे^य हे । 

इस च्थयिदो कोरियोकरे वीच वक्रका फट यौर८^य इससे पकादा कर 
सकते है र८^य के पटे जो यौ है उस से यह समश्चना चाहिये किं ^\य के स्थान 
मे चः, चर ` - ` -चनकाओररके स्थानम र० रर. ˆ "रन, का उत्था- 
पन देने से जितने पद्‌ होगे उन सर्वो का योग क्रिया हुआ दे । 


¢ 


५ 


५ चे प्रक्रमसे स्पष्ट जान पङ्गाक्रिं यदि अअ, अ\भर इत्यादि को (जो 
अत्यव्प मानद) ^\य से भक्राशा करं ओर करअःक+अ. इत्यादि को र से, तो 
पास की दो कोटि, तदन्तर्मत शुजान्तर = /^\ य ओर वक्र चापान्तर से जो चतुर्भुज 
चनेगा उस का फट = र /^\य यदह दोगा । 

ओर र, के स्थानम र, र! इत्यादि का /\य के स्थान मं अअ? अःअर इत्यादि 
का उत्थापन देने सेःश्रेढी के भत्येक पद्‌ क्रम से भ्त्येक वक्रचतुभूज के 
फर दोगे । ` 

वक्र क्षेत्र के फल ही से धीरे धीरे चलटरारिकलखन का पचार हआ । क्षेत का 
कछरोखा चोरा. खण्ड कर के प्रथक्‌ पृथक्‌ खण्डं के फलो के योग से फर का.छे 
आना भास्कर के गोखाध्याय के पृष्ठ फट देखने से जान पडता हे कि भास्कर को 
सम्य पड़ा था परन्तु इन से परे भारतवपे मे इस प्रकार से फर ङे आने की 
कीं भी चच नहीं हे । 
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१८७ चखरारिकखन । 


२९१४। दो वक्रां के चाप ओर उन के कोख्यन्तर से जो क्षेत्र वनेगा उस का 
फटानयन । 


। 


र्‌ 





अं गा ठम चर 

कर्पनां करो कि कावशपःत; एक वक्र का चाप ओर कवपत दूसरे वक्र का 
चापः, काक प्रथम कोव्यन्तर ओर तत दूसरा कोल्यन्तर इन से काकतत, वक्र 
श्वे जो वना हे उस का फट जानना हे । 

र अश्च के समानान्तर ओर य अक्ष के समानान्तर अनेक रेखा जिनमेंदोदो 
करा अन्तर बहुत ही अल्प हो खींचने से देखो अनेक, शत्र के भीतर आयत वन 
गये है जिनमे किसी एक दट का फट (यदि अर= य, दट = र ओर अम = 
य + ^^भय, मर = र + धर) यर यही होगा । अव, ववशपप वक्रचतुभुंज के 
वीच जितने कटे छोटे दख.के पेसे चतुभज है उन के फलो का योग यो ८^य.८^५र 
यदी होगा । याँ क्षे के देखने से स्पष्ट दे किं ^य सवेन एक ही ह इस लिये 


यौ ८य८^र = [| =च८५यतार = (भ्य 1 टचष्तार 
टव ट्व . 
इस मे र का मान अत्यल्प मानने से अथात्‌ तार मानने से वव, पशप वक्र 
चतुर्थंज के विलक्षण खण्ड है उन का रोप हो जायगा । 


दस टल्िये वव्रहपःप = ८^य [अ तार = ८५य { फा(य)-फ(य) } 


फ(य) 
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वक्र क्षे का फटानयन । १८५ 


च 


यहां फा(य) = वट = ऊपर के वक्र की कोटि ओर 
फ(य) = वर = नीचे के वक्र की कोरि । 

इस प्रकार सव स्तम्भरूप वक्रचतुभृजा का योग ^+ य { फाय)-फ(य) }; 

इस साचे से निकार सकते दो अर्थात्‌ यदि अगा= गा, अच\!=चातो 


कका तत = यो८^य { फा( य ) -- फ(य ) } = (व { फा(य)-फ(य) } ताय 
गा 


ज क 


यदि द्विगुणचटलानयन की रीति से इस फर को च्खिं तो इस का 
मान (6: | कात) तार ताय पेखा दोगा 1 


गा फ(य) ॥ | 
१९५] ` यदि जिन दो वक्रा के य= फा(र)। य = फ(र) रेसे सभीकरण 
हो ओर उन से सीमितक्षे्र काफल जानना हदो तो स्पष्टे कि 
ऊपर के मानमेय र को वद देना दोगा 1 अथात्‌ तव क्ष्नकाफ़टठ 


रा ताय तार देखा दोगा । 


गा फर) 
११६] ऊपर के दोनो क्रमों की. व्याक्ि दिखलाने के लिये एक उदाहरणं 
दिखाते है । 


ग्‌ 





| करपना कसे कि कर्य ब्रत्त, सोर अलग परवख्य मे न मूलविन्दु, नख = 
। - दअ = वृत्त का व्यासाद्धे, न = कअ = अ, तो यदिं न विन्दुसे घ की ओर खुज- 
ह ९ - | 

| ५५ ॥ (1 # र 

द र । (~ .0 98111/04111811810 (11५९181) (0661101. [1011260 0 €06800011 


कि 


१८६ चटरारशिकटन । 


गणना करं तो वृत्त का समीकरण र. = ४अ-यः ओर परवल्य का समीकरण 
र = ४अ(अ + य) होगा । क्योकि इस स्थिति मे न परवखय की नाभी होगी । 
अव यहो यह इच्छा हे कि घट चत्त का चाप, गर परवख्य का चाप, गघ 
परवलख्य की कोटि इन से जो गघल वक्र चरिवाह होगा उस का फ निका । 
११४७ वें पक्रममे जो पेसे क्षे के लिये फठ का ¬ ११६ 
गा फ(य) 
समीकरण हे इस में फा(य) = \८४अ८्अ +य), फ(य) = \८४अर-- यः, चा = नघ 
= सअ, । ओर गा = ° मानने से घछग का फट 


= . { फा(य)-फ(य) ; ताय 


< 


तार ताय यह्‌ 


रेभ + 3 + =, 
= ॥ { (छः + ७अय) < -- (अः -- य) } ताय 
5 


1 रेभ १. < अ : = 
= | (७अः + ४अय ) रताय - (6 (४अः- यः) रताय 
© 
६ से 
परन्तु = | (म + धमय) वताय = ९८८ ज (अ +य) 

न 
ओर | (४अ + छअय ) रताय = ईअ२(३अ) अअ 
= ई { (2)*अ-अ } = & (\८२- १) 

द २९ 
ओर [भय ) रताय = रअशज्या--- + य\८ (अ~यः) 
न्ये २अ आः २\द अधन 
इस टि (अ~यः) रताय = अः 
५ 
ऊपर पर मानम इन का उत्थापन देनेसे 


| ५ यै. > ॥ 
फ = | { अ+ ४ अय) रताय = (४अ- यः) } ताय 





अ ~, 4 
त ह (\^२अ--१)--अ 7८ । 
यदि परवलखय में भुज की गणना अ विन्दु से करं तो १०५ प्रक्रमसे 
| ¢ ४ 
अदन्‌ परवट्यखण्ड का फट = ~~ = < ओर अगध परवल्यखण्ड 
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^ > ह 


चक्र श्षे्र का फलखानयन । १८७ 


द ` | 
कत सम गध _२>३ १५९५) = ५८३ । इन दोनौ का 
अन्तर नघगल वक्रचतुरभुज का फट = ४अ\८ ३ - - = (\८ २७-१) 


दस में चरतत के चतुर्थादा घनट को अथौत्‌ इस को घटा देनेसे 
गटघ वक्र क्षेत्र का फट = ॥ (\^८ २७ -?)-अ । यदी पदे भी सिद्ध 
हआ था। | | 

इसी जगद यदि अल परवलय का चाप, कठ, चत्त का चाप, ओर 
कअ थुजान्तर सरे जो क्षेचहे इसका फट अपेक्षित होतो क्षे से स्पष् 
हे किन से यदि क की ओर सुजगणना करे ओर भुज ही.को कोटि 
मान खं तो यहाँ चत्त का समीकरण र'=धअ-यः यदह जो दै उस 
से य = छअ-रः ओर परवलख्य का समीकरण रः=४अ (अ-य) जो 


रर 
यह्‌ इागारउससय=अ दक 


अव १२० थक्रम से फा(र) = ९८ छअ- रु 1 फ(र) = अ - र 


3 चा (-फा(र) . 
चा = सअ, गा = ° ओर क्षेत्र का फट = | | ९ ताथ तार 
गा फ(र) 


र्अ र्अ --रउ--- २ 
= [** { फा(र)--क) } तार = “> { ४/४ -र--भ + र } तार 


परन्तु 1 ५८७अ- रख तार = सअ ज्या ` ट्र + र\^ (७अ--रः) 


ओर 1 (अ + द्र) तार = अर ~ शय 


इस चये 


यअ रर 
| { ९८८७ --र9 (अ द्द्) } वार = अग -- सअ + अ 
6 | ; | 


= अ-ड& अ यही फट हुआ । 


इसे परवटखयखण्ड नअ ओर बृत्तचतुथांश नकल के अन्तर पर से भी 
निकार सकते हो । इस तरह से जहाँ पर जिन सीमा के भीतर फल अपेक्षित 
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क ॐ `; 


८८ चखरयारिकटन । 


+^ 


हो वां पर क्षेत्र की आकृति से उन सीमां को अच्छी तरह से जच कर तव 
उन के उत्थापन से फट का साधन करो । 
जहां दोना वक्रात्मक युज एक दी वक्र के शाखा हों वहाँ पर ११४ ओर ११५ 
क्रम की युक्ति बहत ही काम की हे. जसे किसी वक्र का यदि (र-मय- ग) = 
अयः यह समीकरण होतो इसपरसे रकाः पक मान र=मय--ग-+ 
८ (अप) यह दूसरा मय + ग--\^ (अय) यह होगा । 
- यरा फा(य) = खय + ग + ९८ (अयः) ओर फ(य) = मय + ग--\^८( अभयः ) 
मान खं तो फा(य) -- फ(य) = २५८ (अ~यः) इस लिये वक्रराखा ओर कोस्य 


न्तर से उत्पन्न फट २ {> \^ (अ-यः)ताय यदह होगा । यहाँ य का परमात्प 


॥। ~ 
मान--अ ओर परमाधिक रअ मानदं तो. पदे वक्र का सम्पूणं फट = 
अ न्न 2 = क 
२ ९८(अ--यरेताय = गः यदी होगा । 
~ 
११७ अश्चीय भुजयुग्म पर से वक्र का फलानयन। 





य्‌ 

सपव वक्र मे मान लो कि ना धुवस्थान नाय नियत रेखा नाप =श्रु । 
 ८यनाप= प ओर श्चु = फ) । तो यदि नासप वक्रतिवाहु का.फट आदो 
तो चदनकटन के १५८ वें प्रक्रम से 


ताआ_ श्चुः _ _{फ्)} 
ताव २ २ 


दस खये आ = ३ { फ(ष) } तापर + स्थि । यह वक्र मे स विन्दु को कोई 
निदिचत विन्दु समन्यो । - | 
मानो नि | कयो 1 त फा(ष) 
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ल "7 कक च्छक का का 


कै 
ति 9 नि रिक वि नि पि काकः ऋतैः त किनि + कऋन्कान्क त ` 


चक्र क्षेत्र का फटानयन । १८९ 

तो आ फा(ष)+स्थि.- ` ` - ° * (१) 

कल्पना करो करि जव प्र = प, तव आ = आ! ओर जव प = घ्‌ तव आ = आः 
दरस लिये (१) समीकरण से 

आ--आ, = फा(षर)-फा(ष.) = २ । ०२ { फ(प) } ताप 
. =< 

यदि श्चुति ओर स्पशरेखा से उत्पन्न कोण का मान भ॒रक्खो ओर धुवस्थान 

से स्परोरेखा पर पड़ इए लम्ब का मान क मानो तो चिकोणमिति से 








ठ ताप = 
ज्याभ = -- =श्रु ५ वें प्रक्रम 
४ ्र॒ = शु -ताचां म से) 
पि 
दस लिये आ = ३ | ताप = प 1 ताचा 
श्रु | ः 
= ४ | त ताचां = [ल ताचा.* * ^ * ` .* (२) 


यहाँरख्कामानचाके फटठसरू्पमेंवा् का मान ठके.फरु रूप में 


जाननेसेआकामानचावाढ के फट रूपमे जान सक्तेदो। 


(अ ताव ख्श्रुताश्वु , . . ` 
आ ४ |ल ॥ | ख त्न तश्र 7ह्व्ल्प ` ˆ : (३) 


७५ प्रक्रम के (देवें समीकरण से ।. 





ऊपर दिखलाये इण तीनो समीकरण पर से अनेक वक्र काफल जान 
सकते हं । 

११८ साभास्िक सपिंल का फलानयन (जिस वक्र के समीकरण वा 
नाम इत्यादि मं संशाय पड़ तो चरखनकलन का २८६ पक्रम देखना चादहिये).1. 


प्‌ ° 
यहा श्च = अइकडइस द्टिये ११९७ परक्रम के (१) समीकरण से 


ध 5 
आ = || अ क क + स्थि) 


~स अस्क्‌ = पष | 
आर आर = -- १ र्‌ की == क (श्र-श्चर) 


इस लिये श्चुर, श्र, ये दो भुज ओर तदन्तगंत वक्र का चापदूनसे जो सेत 
होगा उस का फट ॐ (श्रः- धरः) - यही होगा । 
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९९०. _ ` चलखरारिकख्न । 


११९ अश्वी सुजयुग्म पर से परवख्य का फलानयन 1 ` 
चरख्नकटन के १०८ परक्रम से । 


य्दा श्र = ----- दस लिये 
कोज्या 


अ ताप ९/८ 
आ = -- | ------र- = जः | १+स्प रप) तास्प रेष 
कोज्या टेप ५१ ५सप ४१) तास्प 8 


स्पः > 


= अ(स्परेप + )+ स्थि] 





अ(स्परेपः-ऽस्पः२धर) 





इस लिये आर-आर=-अ (स्प १ 
ने (प (= ब ० 
इस मे यदि प! = ० ओर प्र-=> तो | 
आरआ, = अ(१ + १) = ईः = ३ -अ*>=* अर्थात्‌ परवदय के नाभिग कोरि, 
तत्सम्बन्धि शिरःस्थान से मुज ओर पंरवद्य का चाप इनसे वने क्षेत्र का 
$ क क क 9९ क क म 
फट ३ अ > रभ यह वदी सिद्ध हआ जो १०५ वं प्रक्रम से सिद्ध होता हे । 
== ही [ > क = 
१२० जिस चक्र का अक्षीय समीकरण श्रु = अ(प +ज्याष) यहे उसका ` 
फटानयन । अ 
यद्य आ = ३ ^ | (व + ज्यापर)*ताध = -अ- | (य + रय ज्या + ज्याप)ताष 
परन्तु ग प ज्याव = -पकोजञ्याप + ञ्याष। 
रप 
ओर ञ्याष्प ताध = | (१-कोल्यारप) ताष = (ष स ) 
इसत स्यि 


अः पः >` 1 (~ 
आ र 1 दइर - रप कोज्या + रज्यापष+ई₹-टेज्यारषप | + स्थि 


यँ यदि ° ओर २ के वीच पके मान में फल खावं तो 





फल = -अ (2३ + +र) । 


२ 
(~ क क । _कोज्याप-\८ (कोज्यारष) प 
१२९१ यदि वक्र का अक्षीय समीकरण श्रु =२अ कग्ज्या --- कोज्या? 


प्सादोतो 
५ - कोञ्या (< / ह 
व ॥ प्प+को र = ज्याप/(कोज्यारणं) ताध ५4 
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कान्य ककः सत "कुः, 
च 


वक्र श्चे्र का फटखानयन । १९९ 


ऊ न 1 

म कोज्याप + कोञ याश्पतौ र कोज्याप\ कोज्या रप) ताय 

= = 

कोज्याश्प + कोज्यारप = व 
परन्तु | ताप्र = ( (कोर पप--१) कोके ताप 
ज्य्ाष म 
[स्पप्-३ कोस्पःप । 

ओर (कोञ्याय-+“(कोज्यारथ) तार (^ (१-- २ ज्या) ताज्याप 

ज्याध @ ज्याप 


स म मानोकिज्याप=-१तो 
९८ ( १--२ ज्याः प ) = | द 
| उतत ताप=-- |\८( द्‌ --२)द्ताद्‌ 


2 १ 3 
पि ( द्‌ ९ ) | च ( उ्या्प ९ 





| । 99, ऋ 
-- 3 (कोदेप-२) ‡ इनं का उत्थापन आमेदेनेसे 


आ = २अ. कोस्पप - च्‌ कोस्पभ्प + ~- ( कोः प --२)* + सि 
= अ >>ग्य--२ )३ =. ~ 
अः कोस्थ + -्‌ ¶ (कोरेष-२)* -- कोस्पःप् ^ + सि 


अ (१---र्ज्या प) --ज्याष्पकोस्पश्प 1 ~ 


= न स्पप + ~ न~ ५ ॥ | 
स्अको ड == १ [स्थ 
को 8 अ ( कोज्यारप ) कोज्या 
= २ अकोस्पप +-- 
२अकोरः = च स्थि 
१२२ जिस सपि का अश्चीयसमीक्ररण श्र=अषन यह दे उस का 
फटखानयन । 


५9/ | 4 ~ ध, 9 र ् ४ # 
यहां आ = ड 1 श्च ताय = | अप? ताप = = | पताव 








अ व वव 
= ~-------- पन + + स्थि = + स्थि =. रत्नस्छ +1 
२(२न + १) २ रन +) २ (रन +र) 
( श्रु > २न्‌+१ 
शु >५अ) न रि श ६ 
= ------- + स्थ = -ू__्‌्‌्‌्‌्‌ + स्थ 
२८२न+१.) -- 


मअ 7 (रन+२) 
यहाँ क्षे के टक्षण से जव प = ०, श्रु = ° ओर फ = ° इस लिये स्थिराङक 
रुल्य होगा इस मे यदि न = १ तो सपिंख आकिंमिडिज़ का हो जायगाइसःकी 
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१९२ र चखरारिकटन । 


आति चलन कखन के २८द प्रक्रममे चिखीदहे यदमी वोध के लिये नीये 
लिखा हे । | 

` इस मे अ, धुव, अय -स्थिररेखा जिससे पकी गणना! य सेतकी 
ओर धन गणना हे। जव = ° तवश्रु = अप =०] जवष्-> | तवश्च 
= अः = अड 1 जव पग, तच श्र = अग = अथ। 





इलां तरह जव प = २" तवभश्चु =२अ>-अक। इसयल्यिअ के चाते ओर. 
श्रुति के एक वार घूमने मे अडरृपर क खण्ड उत्पन्न इभ । | 


थ 
इस खण्ड ओर अक श्रतिसेजो क्षे वना दैःउसका फ ऊपर फट के 


न्‌ + 





समीकरण मे अथौत्‌-------- इसमे नके स्थानम १ ओर रुके 
२अन (रन + १) 


(९ द्‌ द्‌ ~रं >. ॥ > (२अन) --१र्‌ 
स्थान में २अ > का-उत्थापन देनेसे धु =८अ >” ~अ“ _ ° >» (रथम) 
| दअ दअ. द २ 


एसा होगा यदि श्र = २ अ” । ओर जव श्रुति का.दो फेरा होगा तव श्रं 
=-अग्=्य्श्र इसका फट मं उत्थापन देने (र्थ) यह मान जो 


अविगा इस मे अके चांसे ओर श्चतिके.दो. वार घूम जाने के कारण अडरपर 
` ड पक दो. वार आजायगा. इस सिये श्वुति के.दो वार.फेरा करने से 


श ३ श्र र गश्च 
सपि का रीक फट = "थ नः < 99 यह होगा ओर 
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जाः ज 99 


वक्र क्षे का फटानयन । १२३ 
क पैरों 3 ०8, ॥ ण्श्रः श्र 
दोनो फरो के चापो के अन्तर मे ॐ _- ˆ = दन्ध 
्‌ द 
= रम्श्चुः यह फल होगा, 


इसी तरह श्रति केन वार फेर करनेमेंश्चु= नश्चु ओर न-९ वार फेरा 
करने मं श्रु = (न--१) श्रु । 


क क 


भ ०० ज श्च ३. . (स ३९२ 
इस चि श्र के न वारकफेरा करनेमे फल =< लशव) (न~) 


ष चु 
7 श्च 
~ (नल) 
ओरन +वार फोरा करने मं फर = -- { (न + १).- नः | 


इस चखियि न ओरन~+? वारफोरा करनेमें दोनौ चापो के अन्तर में 


-2 1 (न + १) + (न-९)- = ~ >८ ध्न = रनम्श्चुः 


फट 





प्रथम ओर दृसरे फेरे के चापो के अन्तर सम्वन्धी फट कान गुना यह 
सिद्ध होता हे । 


इस सर्पिंरु के विषय मे आगे कुछ. ओर विचार किया जायगा 1 
१२३। इरामूटक के फल का आनयन 1 


यहाँ श्चुः = २ कः कोञ्यारप 

| = ्‌ 
इस चिये आ= कः | कोज्या २ षप ताष= -र- ज्यारष + स्थि । 
यो वक्र के छक्षण से जव ष = ° तव आ = ° इस लिये स्थि = ०। 


२ 
तव आ = = 





दस मे षके स्थान मे ड का उत्थापन देने से 
चतुर्थशा फल = ~ इस को ७ से गुणने से संपूणं इकामूलक का फल = २ कः 


१२९ दो वक्र के चाप ओर श्युत्यन्तर से वने क्षे का फलानयन 1 कल्पना 
करो किं अ धवस्थान ओर अय, अर अश्च से जो कावःप,त१ कवपत वक्र के चाप 


ओर काक, तत.श्रत्यन्तर से क्षे्न हे उस के फट का ज्ञान करना हे । 
१० 
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१९७ चखरारिकटन । 





अववः, अपप? अत्यन्त निकट दो शति रेखा खीचो । अव = श्र, अप = शरु +` 

८भश्चु । अव = श्रुः ! अप, श्च, + ८^\श्र, | ओर ५ 
< वर अप! = ^~ष । ओर करवपत वक्र का समीकरण श्रु = फ(घ) ओर 

का वध्पतः का समीकरण श्रु, = फा(थ) समन्नो तो पव ओर पव, को अत्यर्प 
होने के कारण सर रेखा मान ठेने से | 
अकव, अकप वक्र त्रिभुज का अन्तर = ^अवप = ३८/९प श्रु (ध्रु +^) ओर 
काअवः काअपः का अन्तर = ^अवण्प! = ३८प श्रुः, + ^^श्चर) 

इस ख्ये दोनों का अन्तर = काकपपः-काकववः = व.वपप, = ८अा = 
देष { शुशु + ^^ श्रुः) धु(ध्रु+ ^) } 

~ ~ ^आ 


इस वये त २ { श्रुर(श्रुः+ ^श्रः)ो--श्र(श् + ^श्र) ` 
इसमें - घ्र मान इाल्य मानने से श्रः=०, श्र =-०, इस चछिये 
तय = २ (शरुः-श्ु) = ३[ { फा(प) } र { फ(ष) } र्‌] 
इस लिये आ = || { फा(ष) } ~ { फ) } वुताष 
य।द्‌ ~ यअका = अ९, ८ यञअजतः! = क! तो काक्वपतत,पःवःका का फट आ = 


| [ { प (ख) ~~ { फ(ष्र) } त [0 व ( १ ) 


> जव श्र ताश्र -= ध ~ {स्थ इस लिये फा(प) श्र ताश्च 
फ(ष) | 
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॥ 
कै 
नरक. इ स 7 
 , 1 


व, । 1 


न १ 
ग्न क. = दावन 


वक्र केचापका आनयन । ९.५ 
= ‰[ { फा(ष) } ~ { फ(ष) } `] इस पर से (१) समीकरण को द्विगुण चखानयन 


की रीतिसे | | फा(प) श्र ताश्च ताप पसे. टिख सकते दो। 
अ! फ) 


१२५। ` इसी जगह यदि प = फु), प, = फा) ठेसे दो समीकरण के वक्र ` 


के चा्पोसे ओर श्रु=अ,श्रुः=कणेसे समीकरण के दो चत्तोके चा्पोंसे वने 

क्षेत्र का फक जाननादोतोमान लो किं ककक+का, तततत, दो वक्र के चाप 
(प 9 (प ध 

ओर कवपत, कावशप?तः दो चत्तके चापदैजिनकाअ केन्द्रे) अ केन्द्रसे 


1 1 । | (4 
द्कवपत, ओर दर्कर्वश्प+त, चत्त का चापखण्ड वनावो जिनके व्यासाद्धं श्र, शरश्च 


+श्चुदं1 तो चलनकलन के १५९ वरे भक्रम से ततःप॑ःवःकःकवप॑तं का -फल = आ 
~ 1 श्रु लप्र) + (धु + ^ श्रु) (वरप) 
८ 





। ^ काभागदेदेनेसे 


आ _ श्रु) + (धु+ ^ श्रु) (पपर) 


। २ 

इस लिये 

ताभा प्र } 
= - श्र} प्ल श्)- फश्च 

च = शु (वःप) = { का) क) 


इस ट्य अमाप्रन्षच क्र फ 


= | क श्र { फा(श्रु)-फ(श्रु) ! ताश्रु=आ --*** `. * . * » (१) | 
अ 
जव ( श्रुताष =श्रु [ताध रुपः, शयु को स्थिर मानसे से 
इस चये [ कापु श्रुता = श्र { फा(श्र)-फशचु) }. ` 
फश्च) 
इस खिये द्विशुणचलानयन की सति से ऊपर के फल को ` 
ध क्षु) 


ओ फु) 


के चापान्त्म॑त सीमित दोनो कणे! के अनेक विभाग करः धुव चिन्दु. सरे प्रत्येक 
विभाग पर गया रेखा . अनेक चत्त वना डालो ओर वक्र चापोका भी अनेक 
विभाग कर प्रति विमागोमेंजोरेखाख्गादो तो रेखा. ओर चत्त के चापखण्डो 


से अनेक चतुभज दोगे जिन मे किंसी पक का फट = भ्रष यह होगा । 
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श्रुताप ताश्रु फेसे छिख सक्ते हो। यदि यर्होँदो वक्रो 


 #-+ { 


१९.३६. ~ ~ चररारिकखन । 
९२६] . जैसे अपक, अपाका उत्ताद्ध के चापो से ओर ककरा रेखा से वने 


क्षे का -फठ जानानादहे तो मानो 
आक्र = ग यका = च 
८ काअपा = ष,तोअप = श्च = 


गकोज्याप, अपा = श्रुः = चकरोज्याप 





इस लिये १२४ प्रक्रम से 


अभीष्ट फल = (ॐ १ श्रुताश्च ताप = [2 श्रताश्च ताव 


अ१ फ(ष) ऽ गकोञ्याप 
अव व| श्रताश्रु = > (च-गपेकोज्यषष्य 


गकोल्याष 


किर क 


ग्रः 
इस ये अभीर फक ६ 10 कोञ्याप्प ताप. 
७ 


इसमें | काज्याप ताष = [वा ताप = य+ छ 


* प्र 


इस लिये § > कोज्याप ताप्र = इस का उत्थापन फर मे देने से फट = 


(चः-गः )। 
दसी क्षेत्र का यदि अक व्यासाद्धं से वना ककः स च्रत्त चापसेदो चण्ड 
करं. तो पडे अस, सक, अपक, चत्त चापोंसे वनेक्षेत्र का फट १२५ वें पक्रम 
से, मान खो कि कपस एक चत्त का चाप, ओर दूसरे चत्त का अ विन्दु. रूप चाप, 
पक वक्र अपक चत्तद्धे चाप, ओर दूसरा अस वड़े चृत्ताद्धं का चापदइन से वना 
इभा क्षेच हे । यर्दा श्रु = गकोज्याप । ओर दूसरी श्र = चकोज्याघ 


दख लिये प्र = कोज्या - च. , ओर ष, = कोज्या - यु 


~“ ¬ [- क्र = ग; अ= @ 
ग न 
इन का उत्थापन देने से 
स कोज्या -' < 
स क ग (++ | 
> | ( द्ग ताश्च ॥ | श्चुताषताश्च 
. श्र ८ - 
० र # क ४ भ श्च 
= . कोज्या -' ज. 


((.0 581110(111181180 (111/81511\/ (0166100. 01411260 0 66810011 


क अ 1 


% 


वक्र. के-चाप क्रा आनयन । २९. 
कोज्या = | ; 
यँ || श्रुताश्च [ कोज्या = च - कोज्या ब | 
< ग 
कोज्या -" == 


ग $ ४ 
ओर | शरुकोज्या "=: ताश = £ { (शरुः च कोज्या  - 
(` नि च्-- 
-शु\८ चः -श्ुः) ; 


[ शुको या-4 ता र {1 (स्श्- गरोकोञ्या - ष 





-श्रु\८ गश्च) } 


= १/1 श्रु 
इस लिये | कोज्या" ~ ताश 


2 { (रग- चः) कोज्या -: च - ग\८ (च- गः) + चः द्‌. \ (र 


ह 
ओर ॥ श्रकोज्या र ठ १ ग } ५ < 69 
गं र्ट 9. ~ ~ 
© 2 
इस खये ¦ भ 
न "कोज्या नु 2 
| | ठव, श्रताव्रतान्नु । 
कोञ्या- चु | 
च 


= % { (रगः- च )कोज्या १ -- ग\८ (च -गः) + ‰ (चः - गः) } यह एक 
खण्ड का फठ्‌ हुआ | ्‌ 


अव कस चृत्तचाप, कास चत्तचाप, ओर ककारेखा से उत्पन्न क्से के फल 
साधन में पक वक्रके चापको ककरा रेखा समन्चो ओर दसरे वक्र को असका 


मानलखो तो ष= ० = फश्च), ष = या" = फा); कच, अ=ग। 
इनका उत्थापन १२९५९ वं पक्रम के ( १ ) समीकरण के दूसरे रूप में देने से 


"कं फ श्र । ६ द 
| 1 (शु) श्रतावताश्च = | [शि श्रताषताश्र. -. ` 


यहां भी परे खण्ड के फट साधन के पेखा | 
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१९८ र चखरारिकटन । 


विशव च श्चताघर = श्र कोज्या -* 4 
6; ~ 53 
{ शुकोज्या -१ॐ ताश्च = 1 (रश्रः-च) कोज्या श्र\८ (च-- ध्रः) प. 
इस लिये 


(१ ज्या श्र ताप ताश्च 


प | 
= श्र कोज्या "~ 
/ €+ क (ज्या चे ताश्च 


= ‡ { ग९८(च गः) -- (खग-च)कोज्या " ‡ } 
यदी दूसरे खण्ड का फल इुआ । 
. अव इन दोनो खण्डां का योग करो तो ई(च-गः) यद सम्पूणं श्षेज का फल 
टीक पदे ही के तुद्य आया । ` | ¦ 
१२७ यदि अक्चीय समीकरण पर से १९५५ प्रक्रम के अटक क्षेत्रका फट 
साधन करें तो याँ नको भुव स्थान माननेसरे परवख्य का समीकरण 


श्र = ----- जां पका मान नक रेखा से लिया गया हे । ओर चत्त 
चयी कल्य ॥ 





का अक्षीय समीकरण श्र =२अ । इस खिये पटे श्रु के वडा चखानयन 
(न ॥ ध तर 


क े अरूक का फट = (9 


9 अदेश 


इसी जगह यदि घ के वरा से परे चखानयन करतो षः 


श्रु ताश्रु ताघ 


(न घ, | 
मान छेने से अटखकका फडः श्र ताषताश्च। 





= करोल्या - 
अ 
यदि घटग का.फर अपेक्षित हो तो घरग का अक्षीय-समीकरण ` 
श्र = <अ _ ओर नग = ७अ, ८ कनग = ॐ, ओर मान लो किषः ` 
= कोञ्य 
+ अ 1 [न । ५०/ 
= कोज्या" ओर नक्त | । अव यदं पटे प्र के वहा 
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| न षः (वि, ` # ~ 
(लि मै 
क "# 
धि ५५ 
$ 


` यह होगा फिर दूसरे खण्ड का फल = 1 


चक्रके चाप का आनयन । | १९९ 


2 ` ग्नेय) 


क छ प ~ 4 
चलानयन करने से घुग का फट = | श्रु 'ताषताश्चु । इसी का 
` र्म ष, ॐ 
फट नग रेखासे.दो भाग कर पृथक्‌. प्रथक्‌ खवं तो पटे उस 


1 र | 
खण्डका फट जिस मेख्ग चापद श्ुताश्रुताघ - 
सया 
'२अच्छेष ॑ 
श्चुताश्चुताष यदह होगा 
ओर इन दोनो का योग ठीक पट्टे के वराधर क्ष ˆ फट निकर आवेग । 
इस तरह से जाँ पर जैसा खभीता जान पङ्‌ तहां पटे श्च के वदा अथवा ष के 
वदा चटानयन कयो । < 
१२८ १२२ परक्रम मे जो आर्किमिडिज्ञ का सपि हे. उस में 
वश्वम कों एक वक्रचाप ओर भरभनकों दसरे वक्रका चापखण्ड मान खो 


त . | 
तो १२४ प्रक्रम की युक्तिसेवः भर नमका फल = | | श्रु ताश्चु तापर 


१ 


पेसा दोगा । यहो फ(ष) = अष ओर फा(ष) = अ(ष + २८) मानो तो 


फा(ष) श्रु ताश्च = 3 { फा(घ) } -- {फ(ष) } र 4 ्‌ 


फ(ष) . 
= (अ षः~+ अ षम+४अग्-अष) = { (ष + २7)-ष } 
न ~- २ (1 
ओर [-च- । (प + ग्ध) ष | ताव = 1 धष + ) ~ इ | 
इस लिये | (ॐ = 


। | न { (घ+ रए) .-घ _ (ष! + २८) -षः; } 


द. 1 
ष९ . फ(ष) 


_ अ 4 > दपण + रषः + < --दषदाए--दरषा --<7 = ~~ ~ 


= ~~ { २३7 + ७षराप्-रषप-छेषरपएः = हे < री + ७८२(षर-ष) ¢ 
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२०० चंखरारिकलखन । 


„ यदः फक हआ । इस मे यदि पर = रन ओर ष, = २०८८न--१) हो . तो 


न ओर न+ वार श्ु के फोरा करने मे दोनों चापो के अन्तर काफर 


र्‌ 
= र 1 २२ 7८(षः- प्रर) + ४।८९(ष्ः-षरः) ) 
२ { | 
= । राप्(४न'क--छनः ० + (न --87र) + ८ | 


(१६ न) = <नअ ग्न ८ ४7्अ = २न्नश्चु 


यही ठीक १२ प्रक्रम में भी उत्पन्न हुआ था परन्तु इस क्रिया से बहत ही स्पण्र 
रूप से उपपन्न होता हे ओर १२२ भक्रममं जो युक्ति खिखी हे वह बङ्‌ गाम्भीर्ये 
विचार करने से तव मन मे वेटती है ॥ 


ह 


१२९ अपचक्राख्द्‌ के अक्षीय समीकरण पर से फटलानयन । (११७ 
छश्चुताधर 

\८ (श्रु) 

ग\८(्रु--अः) 


ॐ म = 
यहा क्न क खक्षण स ड = ८२ परक्रम देखो 
श्त | । \८ (ग ) ( ) 


प्रक्रम का (३) समीकरण देखो) फट = आ = ३ 





इस लिये फट = द 1 न = ५ (§ -अ )शुताशु । 
अ९८(ग-श्च) स्व. \८(ग-ध्रः) 
न 
+(ग-न) | (जस्‌ = न -)| -्क 
| ९८(ग~अ- कताव = ज्याः त्क 


द \८^(ग -अ ) 
-- (ध -अ )\८ (ग श ) इस पर से 


व\ (ग -अ-वः _ ग ~अ ह ९/८ (श्रु ~-अः) न 


ग~ अः 7 
स 


८ 


“श्रॐ ओरश्चु=ग संक भीतर काः मान = 


"छ 
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4: ्‌ 
वक्रक्षे्र का फटखानयन । २०१ 


ग-अः 


२ > इसमेग के स्थान मे अ+र्क 


को व्यु. से गुण देने से-ग्जञ 
का उत्थापन देने से 
_ (अ + रक) क (अ+क); 
दअ 
घूम जाने से जो वक्र का अवयव ओर तत्सम्बन्धी श्रुतियो से उत्पन्न 


शने का फट = + रक) क ५ + क) | 


इसको दूना करने से चलितच्रत्त के एक वार 


(4 =, 


यहां पर दोनो धरति स्थिरघ्रत्त के व्यासाद्धं=अ हे ओर तद्‌- 
` न्तगेत स्थिरघ्रत्त का चाप चछितच्रत्त के परिधि रक तुल्य है इस 
ये उस्र चरत्तखण्ड का फर = अकम इस को ऊपर के फरमे घटा 
देने से स्थिरच्॒त्त के परिधि ओर वक्र चाप से उत्पन्न फ 
_ (अ+र्क) क (अ +कः) 
अ 

_ क(अः+ २अक + रक) ---अषकन 
ध | 
दसी तरह से. अतिचक्राढद मे यद्वि अ7क तो क.का चिह्न वद्ल 


-----> > (> प पि 





=कः- 
नर (२अ + रक) 


देने से फल =क*(३अ-- रक) यह होगा । 


` १३० एक वक्र का फ( । उ) =ग . . . . (१) यह समीकरण ओर 


` दृखरे वक्र का फ(य,र) = ग यदह समीकरण हे इस को (२) कदो अव इन दोनो 
वक्रो के किसी साज्ञाव्य अवयव के फटा का सम्बन्ध जानना दे । 


(१) मे यदि ज=य ओर क (१) में 
ताय = अता इस लिये (२) का फर | संता | = 1 रताय 
अथोत्‌ (२) का फट = ---- > (१) का फ | 


दस यिये अक > (२) का फल = (१) का फ । | 
ज्ञेसे (१) दीधचरत्त मे यदि केन्द्र को मूर विन्दु मानो तो 


य ~ (९) ~ ~ - 
ग = १ | ९) । 
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२०२ -चखरारिकलन । 


चो 


कर 


, ओर चत्त मे यः +र = १ (जिस का व्यासाद्धं = २ टे) - - - (२) 


इस खये (२) का फट >८ अकर = (१) का फ 
अथौद्‌ {१) का समच्र फ = (२) का समग्र फट >€ अक्र = अक्रम 
अर> यही परे १०४ पक्रम.मे भी उत्पन्न हआ था 


(२) अतिपरवख्य में = ल ^ 


ओर समातिपरवलख्य मे य-रः = * * * ˆ (२) 


क क 


इस लिये (२) का फट > अकर = (१) का फल । 

[य 1 ०. ॥ =` 
(२) पस 7 भा द्र ४; करर | ~ तर 7; 3 यह समाक्ररस्ण दे उस 
फल को जानना ह । इस में यदि य=अयं ओर र=कर॑ः तो वक्र 
~ ~ +°. 


समीकरण का रूपान्तर (यः + रः): = -त- + ऋ र 


अव इस क फट को अक से गुण देने से अभीष्‌ वक्र काफड ऊपर की युक्तिसे 
` हो ज्ञायगा। 


ˆ फट 


(२) के फर जानने के लिये इस का अक्षीय समीकरण वनावो तो 


: _- अक्रोज्याप , कशञ्याय 
चु = त ^ मर 


® धि अस्कोञ्य 
लिये फट = ई | शरुताव=३ || ज्या ताप + [कवा 
+ 


अः | श ~ + ल क १-कोल्यारप 


= त ताप 





अः ज्यारप+ , क ज्यारेष 
= ~ | व ८8) 


( = च 
पक मान ° आर ईइ मानन स 


9९ अः 7 । करः क छ | 
चतुथा फल = द्रत + दर यदस को ४शुना कर देने से समच्र 


> 


| सः +- ~| ओर इस को अक्र से गुण देने से  अभीप्र चक्र 
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वक्रक्षेज का-फटखानयन ।  २०्द 


कासमन्र फल = >" | -- + कर | 


ऊपर के सिद्धान्त अर्थात्‌ फ(्‌,र) =ग । फ(यःर)=ग ईस में“यदि 
अ-कतो (१) का. फल =अः>(८२).का फट एेसा दोगा अथात्‌ ` दोनों 
वक्र सजातीय होगे ओर (२) के फल कोःअसे गुण देने से (१) का 


फट होगा । देखो पसेदो वक्रौ मे सजातीय भुज वा कोरि मं अःर 


का सम्बन्ध रदेगा ओर फक मे अः१ इस का सम्बन्ध । इस लिये रेखा- 
गणित से जैसा सजातीय ऋजुव्हुभुज क्षें मे धम्मं सिद्ध होता दे 
वेसा ही उपर की युक्ति से सजातीथ वक्रो मे मी सिद्ध हआ 1 

१३९। वक्र चाप ओर वक्र के अवल्टरूत चाप. से वनेक्षे्र का फल्मानयन। 
९६ घक्रम के (१) ओर (२) क्षेत्र मे चव को तनिक सा उटाधे तो दूसरा वक्र- 


क 


जातीयभ्यासाद्धे कामान होगा दोनों को बहत पास दहोने से यदि तुद्य मानो 
ओर व! कं पास्रदी चित विन्दु मानो ओर इन दोना व्यासाद्धा से उत्पन्न 
कोण कामान व, मानो तो स्वस्पान्तर से दोनो व्यासाद्धे, ओर वक्र काचपि 


दन से वने ब्रत्तखण्ड का फट ^ आ = + ववः८^\व, 
त्भा 


ओं ^ ५ ॐ य ् ^ 
र = ५ चच अव इस वः = ° मानो ती ठीक टीक 
र ~ र ` = ३ चचः अच्‌, इस, मं /^\ वः मानो ताः. 


= १ वव यह अभीर क्षेत्रके फक का. तात्काचिक सम्बन्ध ताव्रःके वशा से. 
उत्पन्न हुआ । ¦ ः ्‌ 

यहाँ यदि आ को अवलूत का चाप, वक्र का चाप, ओर दो वक्रजातीय- 
व्यासाद्धं इन से वने क्षेचका क्षेचफल समसरो ओर दोना वक्रजातीयव्यासाद्धं 
सम्बन्धी चर्‌ का मान वर, वः; मानदलोतो > 








आ= ई ( चःववःताव, यह होगा 
[क 
व ॑ 
~ _ ताचा 


यहां वव! वक्रजातीय्रव्यासाद्धं के स्थान मं वि= त ( चटन- 
(4 


कटन के १७१ प्रक्रमसे) इसका उत्थापनदेद्‌तो 
आ [वि ताचा = १ [वि ताना ताय पेखा दोगा 


१३२ कातन्वटी उसका अव्रत ओर वक्रजातीय दो व्यासाद्धं इन से वने 
शेन का फटखानयन । ५ 
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२०४ | चटरारिकटन । 
यां चा = ग. स्पव! (९७ पक्रम से) 
~ ताचा _ ~ = 
` स्यि ~-~=-वि=गच्रेव 
इस 2 = ्‌ 
ओर आ = १७९ विता व= | च गच्छे वः ताथ, 
चर । चर 


गः | > छेः वर तातः 
-) च. 


यदा [क वरर ताव९ = स्पव९ + + स्पशव + स्थि 


वि 


इस पर से वः, वर का इष्टमान मानने से अभीष्र क्षेत्र का फल जान सक्रते हो । 


१३३। वक्र के प्रतिविन्दु सम्बन्धि स्पद रेखाओं के ऊपर कोई स्थिर विन्दु से 


(जो कि उसी धरातल में दे जिसमें कि वक्र हे) म्व ढे ओर इन रम्वमूलछो 
मे टगाक्रर एक वक्ररेखा करद्‌ तो इस वक्र को पटे वक्र का पाददट कहते है । 

जिख स्थिर विन्दु से रम्ब डाञे गये है इसको पाददट का मूलविन्दु कहते हँ 
ओर जिस वक्र का पादृदट वक्र वनावोगे उसे पाददल का मूलवक्र कते हं । 

१३४ पिच्छ पक्रमो से स्पदे कि मूलविन्दु से पादृदट के मूखवक्र के कोई 
दो स्परीरेखाओं परदोटम्ब ङे जार्थेतो पाददटका चाप ओर इन दोनो 
खम्बो से वनेष्चेत्र काफट => | खषताप्र ( जहां कोई नियत रेखा ओर लम्ब से 
उत्पन्न कोण = ष हे) क्योकि पाद्दट में मूल वक्र के स्पशेरेखा परः जो मूलविन्दु 
से छम्ब उखा जायगा वह छम्वही श्रुति होगी । 

कट्पना करो किअ,अ दो मूलविन्दुओं से दो पादक एकी मूलवक्र 
सेवने दै । ओर मूलवक्र के किसी दो स्पशेरेखा पर दोनो मूलविन्दुओसे ८, ख 
छम्ब डाछे गये द । नियतरेखा समानान्तर है । अ मूखविन्दुसेञअ कीश 
ओर श्रु ओर नियतरेखा से उरपन्न कोण परै तोषपकेदोमानोँके भं 


पाददट काफट=आ=द ( खता, ओर घ के उन्दी दो मानोके 


= 


पाददर काफल =आ= | कताव | 


परन्तु ध = खश्च कोज्या (प-षधः ) 
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तर दृखर 


वक्रे का फटानयन । । २०५ 


इस लिये ९ = क*+ रश कोज्या (ष--प,) + श्रु कोज्या(घ-पः) 
इस लिये आ = १.८ख'ताप-./८श्रुखकोलज्या (घ-पः)ताप 
= १.८ कोञयाः (ष-परशोताष 
= आ --.८लघ्रकोज्या (घ-पर)ताध + ३.८श्रुः कोज्या(ष- चः) ताग 
= आ--.टश्रु (कोज्याध कोञ्याप? + ज्याव ज्यावर) ताय 
+ ३.८य्ः (कोञ्याथ कोञ्याव, +ज्याप ज्यापः)'ताप 
= आ-./ल(यकोज्याषः + रज्याप) ताव 
+ ३.८(य कोज्या प + यरज्यारप + रज्या प) ताव 
यदि य = श्रुकोञ्यापः । र = श्युज्यापः | ~ “ * * (१) 
(९) मे .८लकोज्यापताय = चः.८खज्यापताष = ज 
° कोज्या तावत, 3 ./ˆ ज्या्पताय = न, 3. .^ ज्यावरकोञ्याप्ताष =म 
इन का उत्थापन दे दैवो जहां स्वै प की दोनो सीमापें पकी दँ 
तो आ ~= आ-(चय + जर) + तय^+ स्मयर +नरः ` “ ˆ * ` (य) 
१३५ करपना करो कि. किसी वक्र का अयः + कयर + गरः + घ्य + चर + 
फ = ० यह समीकरण हे । इच्छा हे क्रं यदह पता रुगावें किं यह कौन सा वक्र हे 
यदि यह वक्र मूकविन्दुमे भी.गयाहोगातो स्पण्टटेकिष=०। कल्पना 
करो कि मूखविन्दु मे नहीं गया हे तव फ का दोनो पक्षो मे भाग देने से ुच्धिर्ं 
कोक्रमसेअं, क इत्यादि मान लेने से ऊपर के समीकरण का रूप 
अंयर+क यर +गरः ~+ चर+९=० 
जिस विन्दु का वक्र के मूलचिन्दु सेत,द युज कोटि दहै उसको ` मूखचिन्दु 
माननेसेवक्रकामु=य=य +त, र =र¬+द्‌ इनका उत्थापन 
` - अथयः+कयर + गर^+घय+चर+फ-० -.--* ` (१) 
इसमे देने से 
अ(यः + रतय + त) + क (यरं + यद्‌ +त + तद्‌) + ग (रः + रसद + द्र) 
° +घय + घ्रत + चर्‌ ¬+ चद्‌ + फ "ध ॑ ू 
= अर्थः + रतयं + अतः + कथरः + कद्यं + कतं + कतद + गरं, + रगदरे 
+ गर्द" + घयं + घत + चर + चद्‌ + फ २ 
= अयः + कयरं + गर + (रत + कद्‌ + घ)य + (र्गद्‌ + कत + च)र + ष = ०:..(२) 
जाँ फ = अतः+ कतद्‌ + घत + चद्‌ +फ, ` ५, 
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२०६ चटखरारिकटन । 


पना करो करि इस मे सम्भवदहे करि.त, ओर द के पसे मान दक्िय रक 
गुणक शून्य के तुल्य होते है तो ध 
रतञअ + कद्‌ + घ्र = ° ओर रगद्‌ + कत + च = ० 





इन पर से त = -रगधघ-कच _. ओर. द = _ अग --कथ 

कग ` `  क-७अगं 
दस खये निदचय हआ क्रि यदि क-७अग यह शूल्यके तुस्यनदहोतो 
द्‌ कामान पेखा मान सकते जिस पर सरे य, के गुणक शशयूल्य हो! 


क 


पटे मानो कि क-४अग यह श्यूल्य नहदीदेतोत, दके मान भी सान्त ोगे। 
ओर तव (२) का स्प अयः+कयरः+गर्र+पफौ=० . . . .. ` (४) 
अव यह (8) समीक्ररण दिंखलाता है कि धन, यः, र के वा, कण य, र९ के 
मानम फकप्क दहो होगा इस खये (१) समीकरण के चक्र का दसरा मूषि 
(जिस काञु=त, को = द्‌ भथम मूलविन्दु के अभिधाय सेद) कन्ध होगा! 
के मान का उत्थापन (३) मंदेनेसे 


गध्र + अगः +कशगध ~ >~ 
= फः + ---~_-~ प्साटोग 
फ्‌ = फः | क--यमनं णसा दगा | 


(४) में स्वर चिह्न उड़ादेनेसे 
अयः + कययर +गरः+-पः=० प व. । (५) 
इस भं कट्पना करो कि मूर ` विन्दु तो वही हे परन्तु य अक्ल नया पदे य 
अक्ष से ष त॒स्य कोण वनाने वाडी रेखा को माना ओर इस पर मूल विन्दु पर जो 
रेखा छम्ब होगी वह नया र अश्च माना तो इन अश्च सम्बन्धी भुज यं, को =रं 
तो पडे अश्च सम्बन्धी | | 
य = यकोञ्याघ -- रज्याप, र = यञ्याप ~+ स्कोञ्याप, इन का उत्थापन (५) 
वंमदेनेसे 
(अकोञ्याप + गज्याःव + कञ्याधकोल्याध्र) 
 , .. . #+र(अञ्याप+ गकोञ्याप--कड्यावकोञ्याषर) सः 
+ यर { (ग -- अ)ञ्यापकोज्याप्र + क(कोञयाष्प -- ज्याष्य } + फ = 2, .***(>) “ 
मानलखोकियर का गुणक शून्यदेतो 
२(ग--अ)ज्याधकोल्याष + क(कोज्या प - ज्या) = ° - 
. `= (ग -- आ)ज्यारपर + ककोञ्यारप 
, इस दिये सपर = -ज-न->. ° च 2. +र न. >०^<-.0) 
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चक्र्षे का फलानयन । २०७ 
(अवा दिखलाता है कि सवदा च का मान ठेला मान सकते ह जिस में य॑रं 
का गुणक दन्य हो। यरके गुणकको शून्य करने सरे (६ )वेंका रूप 
(अकोञ्या प + गज्या ष + कज्याधकोञ्याप) 
+ र (अञ्या प + गकोञ्या प--कञ्यापकोञ्प्राच) +फ 
= आय +-कार+फ्=ण० ० क = ० 4 (८) 
जहां आ = ‡ { अ+ ग + (अ-ग)कोज्यारष + कञ्यारय } 
का = { अ+ ग-(भ--ग) कोञ्यारप--कज्यारप } 
ख हर | > अग 


ज~न * - \^ { क + (अ-ग). ¦ 


९ >, क 1 द ठन 
आर ज्या. -तवक्प्ल्ट क्न इन क्रा उत्थापन द्‌ से 











मा =२|अ~+ग+\^“ { कः+ (अ -ग) | |] 
का = २[अ + ग--\^ { कः + (अ - ग) } | 
यर क्ते स्वर चिह्कोउडादेनेसे ओंरफकाभाग देकर पश्चान्तरानयन से 
अ का 
(८)वेकासरूप- [2 य ---रः=१ यह समीकरण. दिखटखाता हे 
फ. फ 
कि यदि 
(९) आ, का,.फ पक ही चिह्न के होगे तो वक्र असम्भव दोगा । 
(२ यदि आ; का एक ही चिह्न के हौ ओर उस से विरुद्ध चिह्षफकादों 


तो वक्र दीधेचत्त होगा जिस के व्यासाद्धे करम से \८^(- --),\^(-- ~ )दे। 


च 


(2) यदि आ, का विजातीय चिद्व के दो तो वक्र अतिपरवलङ्य दोगा । 


क ७9 (- स 9 


(9) यदि आ = का ओर एक चिद्व के हौ ओर उन से विजातीय फडोतो 
वक्र चत्त होगा। 
(~ 1 व ध ०५ 
८) यदि फ = ° तो (८) वें समीकरण पर से आयः + कारः = ० इस लिये वक्र 


क 


मूढविन्दुरूप दोगा यदि आ, का एक दी चिह्न के हो ओर यदि भिन्न चिह्न के हों 
तो वक्रदो सरररेखा रूप दोगा जिन का समीकरण र = ¬-९८^(- ङ़ः) य यड दोगा। 


उपर जो आ, का कां मान ठे आये है .उन का यदि घात.करेतो 


(अ + ग)ः-- कः - (अ ~ग) _ अग - क 


द > ६0 = र च 
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२०८ चखराशिकखन । 


ग 


` इस लिये यदि आ, का भिन्न भिन्न चिद्व के होगे तो ५अग- कः यह ऋणा- 
त्मक होगा अन्यथा धन होगा । 
इस लिये यदि वक्र असम्भव ओर वचिन्दुरूपन हो ओर च्रृत्तको भी एक 
प्रकारका दीघ्रन्रत्त ही समन्मजिसकाकि दोनो व्यास्ताद्धं तस्यदं तो कह सकते 
हं कि यदि ४अग-कः यह धनात्मक दो तो चक्र दीघे्रत्त होगा यह सिद्धान्त इञा । 
इस मं ४अग- कः यह जव इून्यके तुस्यदहोगा तवत, ओर द्‌ के मान अनन्त 
` होगे इस स्थिति में वक्र का केन्द्र अनन्त दूर पर होगा अर्थात्‌ वक्र परवलय ठद- 
रेगा। इस मे ओर भी अनेक. विचार आर सिद्धान्त है जिनका वर्णन करना 


क 


चखगादिकटन सें व्यथं हे। 


१२६ २२४ प्रक्रम (2) समीकरण मं यदि पक्चान्तरानयन क्यो तो 
तयः + रमयर + नरः - चय - जर - (उ - आ) = ० रेखा दोगा । 

इस की यदि १३५ प्रक्रम कं (१२) समीकरण के साथ तुलना करो तो 

अत, रमक, गनध =--च, च=--ज, फ=--आ-आ रसा 
होगा 1 इस च्य 

अग-कः = 2तन-मः = ४ (तन-मः) 
= (कोज्या पताव) (.८ज्याःयताव)-( ./^ ज्याधकोज्याचताय)ः 

परन्तु यहां दहना पश्च चतुथौध्याय के १२ वं प्रन से धनात्मक होगा इस 
चिये उन पाददलो के मूखचिन्दु सव एक दीधेच्रत्त के परिधिमे होगे जो मूटवक्र ` 
करे नियत दो स्पा रेखान्तगंत छम्ब ओर अपने चापर से तुस्य फट वनाते हँ । यदि 
दस दीश त्त के भुज कोटि को इस के केन्द्र से गणना करं तो ऊपर के पक्रमकी 
य॒क्ति सेय, ओर र के गुणक द्ून्य होगे अर्थात्‌ च = ० ओर ज = ०। इस लिये 
अनुमान कर सक्ते हो कि कोड पाददख का मूलविन्दु पेखा भी दोगाः जिसमें 
च = ० ज = ° । कल्पना करो किं अ के वदे इस कों प्रथम मुकविन्दु माना 
तो १३४ क्रम कं (१) समीकरण से 

ॐ = आ + २.८ कोज्या (प--षर)त।प पेखा होगा 


याँ दहने पक्ष का दूसरा खण्ड सर्वदा धनात्मक हे . इस लिये आ कामान 
आं से सर्वदा अधिक होगा। इस पर से यह सिद्ध होता दे कि.जिस पाददल के 
मूकविन्डु से च = ०, ज = °.-दा उस का फल सव से कोटा दोगा । 
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। @ ` ~यो ककत 2 0 च 


चक्र क्चेत्र का फटानयन । २२०९, 


क (१ 


१२७ निर्दि म्वा कीगगरेखाहे इस काणक अग्र ग छोटे वक्रकी 
परिधि पर ओर दसरा अग्र वङ्‌ वक्रकी परिधि 
पर घूमता हे इस च्य इस तरह से गग रेखा कं 
घूमने से गग रेखास्थ व विन्दु भी किसी वक्र मे 
घूमेगा । इच्छा कि इसव विन्दु के वक्र.का 
फटखग ओर ग चिन्दुके वक्राके फा से जानं। 

कट्पना करो कि गव=ग, वग=ग ओर कोद परस्पर खम्वरूप अश्चोक 
वदा से यरय, र ओर य्‌, रन्क्रमसे ग, व, ओर गके भुज कोटिदै। गग 
रेखा ओर र अश्च से उत्पन्न कोण प समश्रो तो. चखनकठ्न के १९१ वें 
अध्याय से। 

य, = य-गजञ्याप, र! = र-गकोज्याप । 

य. = य + ग॑ज्याप, र< = र + गकोञ्यापष । 

इस लिये ताय = ताय-गकरोज्याषताप 

ओर र१ तापर! = (र-गकोज्याप) (ताय-गकोञ्यापताप) 

= रताय-गकोज्याप (रताप + ताय) + गः कोञ्या'पताप 
इसी तरह रताय = रताय + गक्रोञ्यावर ( रताप +. ताय) + गं'कोज्या्पताष 
पटे को गं ओर दृस्रेकोगसे गुण कर जोड़ देने से 
` गर्तायः + गर तागर= (ग ~+ग) रताय~+(गं+ग) गग कोज्याश्पताष 
"ग र! ताय, + ग./'रः ताय = (ग + ग)./^ रताय 
+ (ग + ग) गया /कोञ्या^पताप 





१ + कोज्यारप 


= (ग + ग). रताय + (ग + ग) गग ताप 


= (ग + ग) < रताय + (ग + ग) गगं (वू + जा ) 

यदि गगं रेखा पक वार पूरा श्रमण करः फिर अपने स्थान पर पहुंचे तो स्प 
हे कि ष, ० ओर २ > के वीच होगा, इस खिये सान्तचलानयन से 

ग (गा)+ग (गा) =(ग+ग) (वा) +(ग~+ग) गग 7 


ग (गा) + ग (गा) (वा) + न्गग, यषां (गा), (बा); (गा), करम से गः,-क; र 


ग्‌भ््ग 
विन्दु सम्बन्धि वक्रो कं सम्पूणं फट हें । 


छे 


यदिग, गरखा के अग्र एकी वक्र की परिधि पर घूमे तो (गा) (गा) 
१२ 
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1 वा" 


* [ [क ए" । 


२९० चरखरारदिकदन । 


(गा) = (वा) + न्गग ओर (गा)--(वा) = न्गग॑ं इसलिये वक्र की परिधि भर 
व विन्दुत्पन्न वक्र की परिधि के वीच जो क्षेत्र होगा उस का फट गग 
यह होगा । 


ग, गं चिन्दु, घूमने के वद श्चूल कर उलटा छ््ुभे के णेखा यदि फिर पीछे 

से अपने स्थान पर पर्टुचे तो स्पष्टः क्रि (गा) =०, (गा) =° इसलिये 
` (वा) = -न्गग । ऋण चिद्व दिखलटाता है क्रि जिधर गग॑ रेखा धघुमती हे उस से 
दि ध्रूमने के चदखेगग रेखा ही आमे 


# 


पीठे चले तो (बा) = ० इससे सिद्धता हे 1 
पेसे चत्र दोगे जिन म पक्र चनात्यच् दसय स खे उद कणात्मकः ठागा | 


ग 
विरद दिशा से फट उत्पन्न आ हे। यदि घूम न 
च 


ऋ 


२३८ जिन वक्रो मं भुज का कौन पफ कोटिदहे इसका ज्ञानन हो 
बा. र ताय इस के सान का टीक टीकर पतान खगे वहाँ स्वस्पान्तर से भज का 
अनेक स्न खण्ड कर प्रति भागो पर छस्व खडा करने से अनेक पास पासमें 
दो दो कोटि ओर तदन्तगेत भुजखण्ड ओर वक्र की परूणेञ्या से समलम्ब चतुर्भुज 
वनाकर पृथक्‌ पृथक्‌ फल साध्रन कर सव कायोग करो तो वक्रश्षेत्र का आसन्न 
फट होगा 1 (“चं परक्रम से स्पष्टे कि भुज का जितनादी अधिक विभाग करेगे 
डतनाही सक्षम फर होगा । 

(१) कट्पना कसे किं भुज कान खण्ड जो समान कर डाटा उसका मान 

=च ओर कोटिया कामान र) र ररः; = * = = * रनः 

तो स्प्र हे किं जितने समटम्बचतुध्रुंज हदोगे सभो मे आद्यन्त कोटियो को 
छोड़ ओर सव कोटियां एक वार आधार दूसरे वार मुख हागी ओर लम्ब सर्वत्र 
च यदी रहेगा । ्‌ | 
इस लिये र~ रन दो कोटि, तदन्तगेत भुजान्तर, ओर वक्र का चापडइनसे वने 


इस पर से यह पट जानने के यये क्रिया उत्पन्न टदोती दहे करि आद्यन्त 
कोटि के योगाद्ध मे ओर बीचवाटी सव कोटियो को जोड़ दो योग को मुजलण्ड 
च से युणदेने से वक्र का स्वद्पान्तर से कर दोगा । श 

(२) कर्पना करो कि एक एेसा परवखय है जिसका मूविन्दु र! कोटि 
कराः मूर; ओर समीकरण र = अ +कय + गयः यदह दै ओर यद, वक्र 
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च 
= 
= 
~“ 
= 
= 
ठ 
चि + 
~ 
उ 
9 


१ 


८६॥ 
० 
५० 


चक्र श्नेज का फटडानयन। 


छ 


के र र?, र~कोख्यग्र पर होके जाता दै तो र“ = अ--क्च + गचः, 


र१ = अ, र= = अ + कच + गचः 


क कि 


४००९ त, द 
ओर पटी ओर तीसरी कोटि के वीच फट = 1 (अ + कय + गय)ताय 


-् 
=२च ( अग )} 


परन्तु र० + रः = रर१ + रगचः इस लिये 
फट = इ { ररर) ` 

अव समञ्चोकरिन कामान सम द अर्थात्‌ र रन कोटि के वीच भुजान्तर 
कासम विभाग कियाद तो उपर की युक्तिसरे तीन तीन कोच्यप्र पर गये 
हए परवलखयो के फट 
च { र+छरः +र} +त [र छर +र} + { रः 9रः +र, } -“"इत्यादि होगे 

इस लिये इन सव फटों का योग 
च { र०+रन +४(र९ + रई +र + * ° ) + २(रर+र५+र६+. * ) } 

यह स्वस्पान्तर से वक्र का फर हुआ । 
इस पर से यह क्रिथा उत्पन्न होती हे किं र” रन कं वीच य अक्ष का समान 
भाग कर कोटियो का मान जानो रर आद्यन्त कोयियो के योग में चोगुना 
अवदि विषम कोटियो का योग ओर दृना वाकी कोयियोकायोग मिटखाकर 
तीन से भागदेदो ख्च्धिको च से अथोत्‌ दो कोयियो कं वीच करे अन्तर सरे गुण 
दो तो गुणनफट स्वस्पान्तर से वक्र का फर होगा । 

इस रीति को सिम्पदान ने सन १७४३ मे निकाला हे इसी ल्य इसे सिम्प- 
रान की रीति (911117350118 {र< ) कहते द ( ऽ९९ 9111105011:5 1112.116- 
1118168] {21556112110115 1743, 22८ 109 ) 


इस के ल्य एक उदाहरण दिखाते 1! कपना कसे कि जिस वक्र 


कार = यह समीकरण टे उस का फट सिम्परान की सीति से जानना 





१९+य 


ह रः = १, रन = इस के वीच मं । 


यहां रः= १ तव य=०, आर रन=, तव य=९, मानो किन = १० 


इस लिये च = -< =. १, ओर 
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२१२ 


चखरयाटि कलन । 








१ २ ~ 
र नि १ ९.९.० ०९,.९.० श % रट = १.० =° ९ ष १९५२८ १८१ 
प~ र ९१७७२२१ १९.,२५ ल ८ ६२०८८९.द.र. = य = *८००००००० 
---- न ८५ ए ०९१ र [न १ % 
१, त~ ७२५२९. १२,र७ टुं ७११४०९२.४, र ८ = शु 2०९.७९५६१० 
र्‌ = ल श ८५५२८६१९, र = स्त = *,०० ००००० 
१.०००० ०००० 
*१० ००० ©००© 
दस लिये र० + रन १२.५०० ००००० 
र? = *९,९.० ०९.९.०२ 
र = "९.१.७८२ ९१९ 
स~ "००००००० 
चर "५५२४८८१९. 
सव कायोग = २.९२११५७३३ 
© 
(र, + र६ + र५ + ˆ“) = १५.७२६ २९.२२ 
र> -- (८) १५२३८४९५ 
द ~ .८ 2२०६८९८ 
र६ = "७२.५२९. १२ 
र८ = "०९.७५2 १० 
३.१६८६७९१८ 
५. 
द.२३७२९८३६ = २(रर + र“ + रई + र८) 
२५.७२.०६ २९३२ = (र? + र\ + र + रऽ + र९) 
१.५००००००० = र. + र 
यो = २३.५६१९२.७द८ 


= र + र+ + (र! + रई + र, + रऽ +- र<) + २(रर + र+ + र९ + र ८) 
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/)॥  ।/ 18. ।। 


„७५९... ९4 


वक्र क्षे का फटानयन । २९१३ 


|, 4 मो भ (~ | 
फट = ३" = ७८५२९७८९ इस में यदि ६ -स्थान तक ग्रहण 


करं तो ७८५२३९८ यह मान होगा 


परन्तु = =रइसवक्रकायके० ओर १ के वीच मान में चखानयन 
क, „क 0, क न ताय (1४ द १८ १५९२६ 
भ सत खक्र फट | ह ~" ~ द >= ° ११ ० ® 


यह इ इस लिये यदि याँ भी ददामदव.का मान.६ स्थान तक ठे तो सिम्पदान 
की रीति से वहत ही ठीक ठीक फट आथा यह प्रव्यक्च देखने मे आता हे । 

(३) पत्येक दो कोयियो के वीच मे जो भुजान्तर च मानादहै उसे२जक 
तुस्य मानें ओर कस्पना कर कि एक प्रकार कें परवख्य कार=अ+कय+ 
गयः +- घ्रयः यह समीकरण हे जो कि र, र रः, र इन चार कोख्यग्र पर होकर 
जाता हे ओर जिसका मूखविन्दु य अश्म र, र्‌ कोयियो के वीचमंदेतो 

र“ = अ - २ कज +९ गज - २७ घज 
र९=अ- क्ज+ गज - घज 
र९=अ + कज + गजः + धघ्रजः 
र: =अ + २ कज +र गजः + २७ घञजः 

इस चल्िये र० + र: = २(अ + ९ गज), र? +र (अ + गज) 


§ ०. रः 
1९ गजः = -- 41222 (१) 


# ) 


प > ~ 
अ + गज = -- न (२) 


# 


अ + “गजः = ~ । (१) ओर (२) को जोड़कर रका भाग देनेसे 


स न र३ + दर न दर व: (२) 


इस लिये २अ + दगजः = = 


कर (५ केन के ज द्र 
परंतु परवलयका र.रः\ कोटिसीमा से फट = 1 (अ + कय + गय + घरयः)ताय 
- 3 ज्‌ 
= २ेज(२अ + देगजः) = उन { र, + र +३(र, +र.) } ,ज के स्थानम्‌ का 


उत्थापन देने से फट = द { र.+रई+२(र+र.)) 
इसी तरह र$रभर^रः के अग्र॒ पर गये परवख्य का रई» रः कोटि के वीच 
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२९७ चटरारिकटन । 


मं फर दव { रई +र; + (र, + र) } इसी तरह चार चार कोस्यग्न परर 
गये इण परवलख्यो के फट, उच { रई + र. + २(र० +र) } , 
ञव र९ + र१+ २३(र१ +र?) } इत्यादि दोगे । यदि अभीष्रयक्रके फट को 
इन परवख्यो के फट योग तुद्य स्वरपान्तर से मानो तोवक्रका फल 
= ॐ { र. +रन+२(रः+ ररर +र +" ^) + ३(र१+ रः + रज +र, +.) } 
यह इभा । इस पर से यदह रीति उत्पन्न होती टै किं आयन्त कोटि योग में 
र, के आगे तीसरी तीसरी कोयियो कादूना योग ओर वाकी कोटियो का 
तिशुना योग मिखादो। योग कोच कड्से गुण देने से वक्रका फट 
हो जायगा । 

इस को भी. सिम्परान की रीति कहते ह परन्तु वास्तव मे यद न्यूटन का 
निकाला इभ हे ( 5८८ (07715110, 11९110त्‌. 121६, 210}. 6 11 ) 
ऊपर की रीतियोा म कोटि की संख्या ज्यो च्या वदते जायंगे व्योत्यों 
फर सक्षम आवेगा । 

१२३९ किसी वक्र मे सिद्धटे किय =श्रु कोञ्याप, र =श्रु ज्या इस लिये 


॥ 
= र- 
स्पप्र = अ ओर तास्पप = वा = चतार्-स्ताल | 
क{ज्याष य 


इस घ्य श्रताप=यतार-ताय 
ओर ‡ श ताप = | (यतार - रताय ) 
इख पर से सिद्ध होता है किं | श्रुष्ताप इसके स्थानें 


३ | तार -- रताय) इस को टेकर भी उचित सीमां के भीतर फट 
साधन कर सकते दें । 


१४०। चक्र रेखा से धिरे हुए किसी क्षेत्र के फर जानने के लिये वद्धिमानो 
ने यान्त्रिक विद्या के वसे यन्ञ वनाये हप है इस यन्ब को धरातलमापक 
( 121211111161675 ) कहते हँ यह कड भकार के दै उन में पोफोसर आमस्टलर 
(1201{68501 41151167 01 5611211112715€11) करा सव से सरटज ओर उत्तम 
हे । इस में दो युज णेस जुटे हण है कि स्वतन्त्र एक धरातर म घुस सकते हं । 
एक भुज के अश्र परः एक विन्दु स्थिर वनी हृ है जिस के चासो ओर यन्त्र फिर 
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चन 








बको 
ऋ 
र॑ 
= 
~ ५ 
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~ 
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~ ५५ 
1 
== 
~ 
~ 
~ 
र 
= 
ह 
~| 
~ 
~ 
च 


वक्र क्षै का फटानयन। | २१५ 


करता दहे इस यिये इस विन्दु को यन् का केन्द्र कहते ह । इस यन्त्र म एक 

कः छ क क ^ अ, क % 
पिये कं पेसा चक्र भी टगा इृभादेजो दूसरे युजम सा हआ इस भुज.पर 
लम्बरूप फिरा करता हे ओर उन वक्रो के क्षे्रफट के मान भी इस मे अङ्कित ह 
जो कि दूसरे भुज किसी विन्दु के चटने से उत्पन्न होते हं । इस चक्र की रचना 
से स्पष्टे कि यह दूसरे रुज पर जो टम्व है उस के गमन मान को केवर वताता 
टे जिस के ज्ञान से वक्र का फट भी जान सकते दं । 


०५ 


जिस वक्र का फट जानना हो उस की परिधि के एक चिन्दु पर दूसरे भुज 
काक अग्र रक्खोफिरदसमे ख्गेदणचक्रको जो कि पटे दोनो भुजौ के 
सम्पात विन्दु अपरथाक्र की ओर घसरकाते ओर आगे वढ़ाते जाओ जिस में 
इस के साथ साथ गअ ओर अकर सुज णेसा धूमं किक चिन्दु अमीण्वक्र की 
परिधि पर ही सवेदा रदे इस प्रक्रार से जव वक्र के सव परिधि परक विन्दु 
घूम कर फिर अपने पदे स्थान पर आवे उस समय चक्राङ्कित संख्या जो 
सामने में दो वदी वक्र का कठ समञ्चना | 





दस में पटे यह दिखाते है किं सवेदा अ विन्दु पर चक्र के स्थिर रहने 
सेजोखम्बकेगमनका प्रमाण होगा वही चाषे अक मे चक्र जो रहे सवत्र 
होगा । 

कर्पना करो किं चक्र का केन्द्र व विन्दु पर पंचा ओर जव अक कीक 
विन्दु च कर वहत दी पास केक विन्दु पर पहुंची उस समय यन्त्र के भुज 
ग्ज, अक रूप हुए ओर तव चक्र का केन्द्रे च॑ विन्दु पर पचा । अक, कको 
वहत ही पास पास समशन, अ ओर व विन्दुसे अकत रेखा पर अन, वन म्व 
ओर अ विन्दु से अकं के सप्रानान्तर अट रेखा खीचो तो अक, अक्‌ के अत्यन्त 


पास होने के कारण अन = ताचा = अ स्थान से रम्ब की गति, “८ वअर = ताष, 


ओर वन = ताचा = च स्थान से छस्व की गति, अव = ग, इसर खयि 
चन = ताचा = वर + टन = ताचा + गताप 
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२२९६  चटरारिकटलन । 


अवः जव क वक्र की परिधि मं धूमते घूमते फिर अपने पटले स्थान पर 
पचे गा उस समय ताप, के जितने मान होगे सव का योग धन ऋण के त॒स्य 
होने से न्य हो जायगा क्योक्रि अक रेखा का एक ओर जितने ञ्चकाव से चना 
होगा फिर उतने ही काव से विशुद्ध दिशामें चलना ददोगा। इस लिये वक्र के 
चारो ओर घूमने मे यौ ताचा = यौ ताचा अथौत्‌ अ विन्दु पर चक्र के केन्द्र को 
स्थिर रखने से जो ङम्व के गमन का प्रमाण होगा वही अकरेखामे कीं केन्द्र 
रहने से दोगा । 
अव कर्पना करो कि यन्वकं केन्द्र अथात्‌ प्रथम सुजके ग चिन्दुगत 
ठस्वरूप अक युग्म करे अभिपरायसेक के भुज = य, कोटि=र टै, ओर अग = अ, 
अक = क, ८ अगय = प, ओर कस्पना करो करि अक रेखा वढ्नेसे य अक्स 
पः कोण बनाती हे तो सररुजिकोणभिति से 
य = अकोञ्याप + ककोञ्यापः, र = अञ्याच + कलञ्यापः 
इस स्ये ताय = -अञ्यापताप-कञ्यापःतापः, 
तार = अकोञ्यापताप + ककोस्यप, ताषः 
ओर यतार = अकोञ्यापताप + अककोञ्यापकोज्यापःताषः 
+ अककोल्यापकोज्यापःताप + क कोर्याप'तायः 
रताय = -अशज्याप्रताष-अकञ्यापरञ्याप्रशताष, 
-अकञ्याषज्यापः ताप-कल्याषश्तापः 
इस लिये यतार-रताय = अतापर + अक्रकोञ्या( प-पः,)तायः 
+ अककोज्या(प--पः) ताध + क ताप, 
= अ्तापर + अककोञ्या(प--पः)ता(ष + षः?) + कताघ 
ओर ताचा = अनं = अथञ्याथअन = अतापकोज्या(प-- पः) 
परन्तु ष + ष! = रप-(ष- पट) 
` इस लिये अककोज्या(घ-पः)ता(घ + षः) 
= रअककोज्या(ष-प्ररेताष--अककोञ्या(प-प्रः)ता(ष--षः) . 
= रकताचा-अककोल्या(व- प्रः) ता(प--पः) 
इख के उत्थापन से | 
यतार-रताय = अष्ताष + क्ताष+ ५ 


+ रकताचा-अक्कोज्या(प-प,)ता(षघ- पः) | प 
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वक्र छे का फटानयन । २२१७ 


त 


परन्तु १२९्वे पक्रम से क चिन्दुके श्रमण से उत्पन्न निर्दि वक्र का फट 
= ३.८ (यवा रताय) यह दोगा । 

अव {नादे वक्रके परेधपर क विन्दुके पूरा रमण करनेमे कुक डे 
पीछे घरूकते घरः.कते अक, अग फिर अपने पदे स्थान पर पहूंचंगे इस लिये 
ऊपर की यक्तिसे .^८ ताव, कतार , ई 

८ अककोज्या(घ-- यर!) ा(ग-य?) ये दाल्य के त॒स्यो जार्भगे इस लिये 
चक्र का पूराफट = २.८ (यतार- रताय) = क. ताचा = कचा 

जरह चा छम्ब केगमन का पमागदहे जो कि चक्र स्वयं . वतताता 
हे। इस च्थियि चक्रमे पदेदी सेखम्बके गमनके प्रमाण को क शुना कर 
अङ्कन कर डखेतोजो उस समय चक्रमे अद्धनकी संख्यादहोगी वहीवक्रका 
समग्र फट होगा । ¦ 

अभ्यास के खिये पश्च 

९। समातिपरवलय मे जिसका यरः = १ यह समीक्ररण दे 

यदि केल्द्राभिप्राय से भुज; श्रुति, वक्र का चापः, इन से उत्पन्न वक्रनिभुज 
काफर-सदोतो सिद्धकरो किं 


इस द अ ध 

२। जिस वक्र का अश्रः = यः ( २ अ-य ) यह समीकरण है. उसका सम्पूणं 
फर क्या होगा । : ` उ० न्अ 

३। जिस वक्र का यः = रः (अ-य) यह समीक्ररण हे उसके चाप ओर 
असीमपथ ओर य अक्ष से वने क्षे का फ वताओ । ` उ० ३१८ अ 


४। जिस वक्रका अश्रः= यः (क +य) यद्व समीकरण है उसकी आङूति 
नीचे छिखी इई हे इसमे अ क ग घ अ फन्दे का फल वताओ। 
नति | ८कर 
३.५.७अ | 








५. व न इस चक्र मे अक = अ, 
१३ 
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२२९८ चरखरारिकटन । 


अग=क ओर इसका समीकरण ग॒ रः= (य-अ) (य-क)ष्यहदटे। गक 


षड 

= = 1 | __ <५क--/ _ ॐ 
के वीच जो फन्दा दै उस का फट वताओ। ॐ० < ॥ स 
⁄ ३.५ग२ 


2 यर'=७अ (२अ-य) यह एक विरखचरी (\\116]) का समीकरण 
इसके ओर ससीमपथ के वीच श्वेत का फट वताभो । 


(५ 


उ० ४ नग्अः 


। # 


७ जिस दीघेन्रत्त का -य- ॥ द = १ यदह समीकरण हे उसके अवदत 
ॐ०५। <. (अ --क) 
८ अक 
८। ज्िद्ध कये कि जिसका अष्ीय समीकरण श्रुष = अ यदह है उसके कों 
दो श्रुति ओर चापसे वनेष्षेैनाकेषटो मे वही सस्न्ध दोगा जो उस काट 
कीदोदोश्रुतियो के अन्तर मे होगा। 


का सम्प्रणं फट क्या दोगा । 


९] य~र अ य र इस समीकरण के वक्र मे जो एक फन्दा 


क क ५०/ क ९ कि“ 7 क 


हागा उसका क्या फट इागा। यहा अश्ञाय समकस्ण चवनाचाता 


प~ क्छस्या 


अ ई _ ज्यापकोज्याप ताय 


० (उ्याश्प + कोज्याध्प). 
इसके जानने के यये मानो कि स्पप-चतो 


चताच _२३अ 
(१+चः) २ 















इस काः रूप 





१० सिद्ध करो कि जिस वक्र कार (यः+ अ) = गः (अ-य) यह समी- 
करण है उसका फट य = ° से य = अ तक ग९(2 -- २ खा २) यद हे । 


4 ति २(ञअ ~+ । 
१९१। र = ५५) इस समीकरणके वक्रमं जो फन्दा होगा उसका 


अ-य 
फर क्या होगा । उ० २ अ(१- &) 
१२ श्रु कोज्याप = अश्यारेष इस समीकरण के वक्र मे एक फन्देका.. 
४५ | 9 अ ७ > | र्‌ 
फट तावो | - . न ड० हिः --दः खर 
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----* ~ -------> ~~ ~  ा् 


अभ्यास के सिये पश्च । २१९ 


१३। यदि वक्र मं श्रु = (कोञ्यार्ष+ज्यायर्प) तो सम्पूणं. फट क्या 
होगा । ` उ० > अः 


च >| त द दे कि = (- 
९९। जिस वक्र का (य + र) = ४-न<य' रः यह समीकरण ह उसके एक 


= 


फन्दे का फट चतावो । ल 
्‌ < क 

२५] जरह ( यः + र)* = ७अध्यः +कः र' फेसा समीकरण है उस वक्र का 

खस्पूणं फर क्या होगा । उ० (अ + कः) 
द्‌ द र्‌ 4 क 
१६] जिस वक्र का य~ + -स्- = -<~ | = स= | करण हे 
अग + -क्ूर = उल | अर + -क | यह समीकरण हे 

= भू ९ 1 
उस का फर सम्पूणं क्या होगा ० दद्द +क) 


(१३०) प्रक्रम का ३ उदाहरण देखो) 
१७ जहां श्रु कोज्याष = अकोज्या २ ष उस वक्रकरे फन्दे का फट वतावो 
० (२-द)अः 





(५ (व अ 
१८ यदि अत्कतो भ्र=------ + ककोच्याध ड 
~ \८^ (अ~ कः क{ञ्या प) ह स 
समीकरण के वक्र काक्या फट दोगा) ~ 
\८(अ~-क) २ 


४९ 
च 


१९ दो श्रुति ओर कणेच्छेद्‌ 
का मान वतावो । जहाँ कणंच्छेद्‌ क 

२० वीधेृत्त के केन्द्र से दो श्रुति जो दीधेडत्त के परिधिस्थ दो विन्दु 
तक खींची गई है उन से ओर दीर्ध॑ञत्त के च।प से वने क्षे का फट वतावो । 


( (0111010 ) के चाप से वने क्षे के फल 
1 भ्रु =अ+क कोष यह समीकरण हे । . 


२१। परस्य का चाप ओर रिरःस्थानसेदो श्रुति इन सरे वने क्षे का 
फर कैसा दोगा । 

२२ यदि वक्र का समीकरण श्रु = अ(केष + स्पय) ओर इस के असीम- 
पथ का समीकरण श्रु कोज्याप = २ अ यह-हो तो वक्र ओर असीमपथ के भीतर 
का प्षेचफर क्या दोगा । | 

२४। सिद्ध कणे किं श्रु = अ (१+२ कोज्याष) इस समीकरण के वक्र का 


सम्पूणं फट अः |२ भ, कर | यदह ओर इस के भीतरी फन्दे का फल 
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२२२० च रखुराभ्दाकखन । 
अः | ८- =-= |] यह दोगा । 


२५ खाघुरिकथिक सपिंखुमंदो श्ुति ओर चापसे वनेष का फट 
वतावो । | 


२६ यदि वक्र की श्रुति श्रु, मूटचिन्दुसरे किसी स्परोरेखा पर . पड़ 
ख्म्बका मानक ओर इस लस्ब ओर नियत रेखा से उत्पन्नः कोण = ष, ओर 
सीमितवक्र का सम्पूणं फल स ओर इस के सीमित पाददट का सम्प्रूणे फट 
सहोतो सिद्धकरो किं २सः=स+.८श्रुः तापर जहा वक्र ओर पाद्द्ल 
का एक दी मूलविन्दु हे 1 व. 

२७ सिद्ध करो कि पाददल का मूढ स्थान दीघेत्त के भीतर दी दीधेवरत्त 


(~ 


के केन्द्र सेगदरी पर है उसका सम्पूणं फट = .^ ( अ+ कः + गः ) यह 


क 


- दोगा । 
२८। श्रु = अकोञ्यानप + कञ्यानप इस समीकरण के वक्र मं एक फन्दे का 
फट वतावो । उ० २ (आः + क) 


२९। श्रुः = अकोज्यानप + कञ्यानघ इस समीकरण के वक्र मे पक फन्दे 


अ" + कर) 
करा पाट वतावो । ० ~= 


३०। अ" = य*(अ- यः) इस समीकरण के वक्र का सम्प्रूणे फल 
क ५ ९ अ न ~ 
क्यादहगा। | प | ~= 


१.४ 
॥} 


२३९। श्र = अकोञ्यानप इस रूभ्यीकसण के वक्र में एक फन्दे का फल 


र अः 
म 





वतावो { | ` ० 


३२६। श्रु = अज्यानप इस समीकरण के वक्र मे सव फन्दौ का 


क, 


फट व "दा 1 1 (1 ग्द | 
0 [-अ- यदि-न विप्म 
उ पट = 3 


श्छ २ यदद्‌ न सम 
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अभ्यास के दिये प्रञ्च। २२१ 
कर ग तु्य काट उन पर पकःवक्र रेखा कर दिया । इस से ओर वीधेर॒त्त की 
परिधि से उत्पन्न जो क्षेत्र हुआ उसका फर वतावो । 

उत्तर ग्ग (रक +ग) 
जां क = दीधेचरत्त को खघुभ्यासाद्धं । 
३५ श्रम = अम कोज्यामप इस समीकरण के. वक्र मे एक फन्दे का फट 
यदि आ ओर वक्र के मूखचिन्दुदी इस के पाददर की मूलविन्दु जाँ ह वैसे 
पादद्ल का सम्पूणं फल आः तो सिद्ध करो करि 





आ! = आ (१ + म) 
३५ नाभि से जो परवल्यमें दो श्रतियां हौ उनसे ओर परवलटखय के चाप 
सेजोशक्षे वना उसका फर सिद्ध करो कि । 


अर { (ध्‌ +श्चु+ ग) (धु + ग) 


जहाँ परवलख्य की कोटि र=\^८ अय ओर परवख्य के चाप की 
पूणेञ्या ग हे । 
च ` ^> के £ क 
३६। दीधेचरत्त के केन्द्र न से च्रहदूघ्यासाद्धं से जो चत्त वनाया गया 
उसको सहायक वृत्त कहो ओर न को नाभि । दीधैचरत्त की परिधि 
मे व विन्दु ठेकर इस के कोटि को अपनी सूध्र मे वद्मा कर मानो कि 
[4 क ९; क (4 © 
सहायक वृत्त की परिधिमे प विन्दु पर ख्गी, ओर दीधेचरत्त के व्यासाद्धग्र 
अ अक्ष मेअ विन्दु पर मानो तोयदि८अनपन्ज ता सिद्ध करो कि अनाव 
शक्र 
दीधेच्त्तखण्ड का फर = -२' (ज-दज्याज) यह होगा 
जाँ अ, क वृदटघुव्यासाद्ध हें । 
` २३७ ४अ"रः = कष्य (अ मर्अय) इस समीकरण के वक्र मे फन्दे का 


फट वतावो ।  उ० र 


३८ जिन दो वक्रं के र~७अय = ०, यस छभर = ० ये समीकरण 


4 
उनक्रे चापो से वने ष्े् का फट वतावो | = ज ~ ५ 
३९। जिस वक्र का रन्ग ज्याञ्लाज्यायुं यह समीकरण है उसकां 
फल० से ठेकर अग्तक्रयके मानमेक्याहोगा। . उ० भग (१-लार) 


((.0 581110(1118118116 (11161511 (01661011. 01411260 0 6810011 


^ ^ 
 , 


कि 


२२२२ चटरारिकख्न । 


। क दीधे 
४०। जस दीघंच्रत्त का अयः + र्कथर + गरः = १ यष्ट समीकरण ह 
ध्र £ 


उसका फट क्या होगा । ड° == 

(११६ क्रम का अन्तिम वाक्य देखो) 

७१। जिस दीघेच॒त्त का अयः + २कयर + गरः + र श्रय + स्वर + फ = ० यह 
समीकरणं हे उसका क्षेत्रफल कयः होगा । 

(अचः + गघः+ फक-> चजक-अगफ) 
| (अग-क) 
४२ जिस वक्र का 8 र (अः + य )-८अर (अ~य) + २ (अयः) = ० 

यह समीकरण हे उसका सम्पूणं फर क्या दोगा । ` उ० अ= { ४- ५+ढ } 


© 


क 


४३। केन्द्र से दीघेच्त्त की कोटियो पर वने अद्धंच्त्त पर स्पर्छरेखा कर दे 
से स्पशं विन्दुओं पर जानेवाला जो वक्र हो उसका फर्‌ कया होगा । 


५ 4 यः र ` (५ 
घ्नत क समाक्ररण - - -र=- ~? यह्‌ 
अः त न यह्‌ दहं 


शि 


० वक्रका अक्षीय समीकरण दीधच॒त्त के केन्द्र को 


अ रर 
ध्रवस्थान मान श्चुः = == 


अर __ (८अ-> क) 
२२अ + क) 

६४। जिस परवख्य का र` = ४अय यह समीकरण हे उसके भीतर स्थिर 
(२ ग) पूणजया घूमती हे । उसके दोनों श्रान्तो पर परवल्य मे जो वो स्पर्श रेखा 
है उनके योगविन्दु के गमन से जो वक्र होगा उसके ओर परलय के भीतर 
समन्र फट क्या दोगा । उ० ग 

< ( परवखय के तियेक्‌भ्रुजकोरि का समीकरण देखो ) 

9५] दक ठंडक ने सात दाथ डके दोनों हिरो को प्क दीर्घच्रत्त की 
परिधि पर रखकर चारो ओर धुमानेख्गा। उस डंडे के वीच में नीचे एक 
रोदे की नोखदार की गी थी । इसके कारण डंडे के चारो ओर घूम जाने से ` 
दीधेचत्त के भीतरः एक नया वक्र वन गया । लड़के ने दंसकर अपने.गुख्सेजो 
कि उसे हिसाव पट्मता था पूछा किं गुख्जी दीर्ध॑च्रत्त ओर नये वक्र के भीतर एक 
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८ ट्र णी 


अभ्यास के टये भश्च । २२२ 


न~ ज क = = 


वगंहस्त पत्थर की कितनी पटिया फर के ल्य ठगेंगी । वता गुरने क्या 

| उत्तर दिया । यहां ब्रहद्ब्यास १४ हाथ का समश्नो । | 

यदि व्यास परिधि का सम्बन्ध ॐ मानो तो पत्थर के पिये की 
संख्या २८३ ` 


इति सप्तमाध्याय । 
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२२७ चखराशिकरन । 
अथ अष्टमाध्याय | 
वक्र के षृष्टफर ओर घनपटल का आनयन । 

९७१। कच्पना करो करि अर, अय कम्बरूप अक्ष, आ स्थिरविन्दु 
चा=अआवः व च्िन्दु का 
=य; कोर दे। व के पास 
प॒ प्क ओर विन्दु छो ओर 
आवपवक्र को अ य अश्च कर 
चारो ओर घुमादो तो एक 
घनक्ै्न चन जायगा जिसके 
आव चप के घूमने से जो 
प्रषटफट. दोगा उसके गति का 








म॒न प 
सम्बन्ध चाप के गति केवदरासे त्न = र्ट (चलखनकटन का १६० वाँ 
पक्रम देखो) 

इस ल्य पृ | प्प्रताचा * (१) 

= ताचा क ॥ 
सी तरह सेपृ | सप्र ताय ताय (२) 

न धट ताच ० ० न # ४ 
पृ = | रर तट्‌ तार (३) 


प | रता चा ||स र -५ ~^ तापर = | सपप्थ्रज्या प-य न ताप(४). 


ताचा = 
= श्रः + 
ता = ५८ 1 | ताप 
क्रिसी स्थानम पृषएटफट के लिये इन चारे समीकरणामं से गणितदाघ्व 
समद्म कर एक को चुन सकते हो । जहां सहजम र, चाप के फट रूपमे आ 


सके वहो ( १) पटे को जहाँ -रर- सहजम र के फटसरूपमे आ सके वहां 


(३ ) को ओर जहां अक्षीयसमीकरण माट्टूमं हो वहाँ (४) को ठे सकते हो । 
प्रायः (२) वहत ही कामका हे क्योकि वक्र के समीकरण से र ओर 





((.0 3811101111811800 (111\/81511\/ (0166100. 01411260 0 66810011 





वक्र के पृष्टफट ओर घ्रनफट का आनयन । २२५. 


ता न 9 


तग दोनो भ्रायः सदजमं य के फठलप में आजाति दँ इस लिये इसी को बहुधा 


लोगे दं। 

त्येके समीकरण से उचित सीमा के भीतरचाप से वने पृष्टका फट 
मालूम हो जायगा । 

१७२] अयक्ष से अदृूरी पर अय के समानान्तर अयके चारो 
ओर यदि पक अपरिमित रेखा धूमे तो स्प्र है किं समतटमस्तकरूप 
एकं शङ्कं वन जायगा इस दिये यर, यर्भुज के भीतर इस राङ्क का पृष्ठ 


फल (२) समीकरण लेने से (र = अ, तो = ९ १ + (१९) = 


4 र्न्अ ताय =२ नअ (यरय) यह होगा। 
#॥ 
दस से यह सिद्धदहोता दकि इस राङ्क के आधार परिधि को ऊंचार्के 


अन्तर से गुण देने से दोनो उचाद््या के भीतर का पृटफट दो जायगा । 

१४३। अ चिन्दु पर अय अक्सरे अ तुस्य कोण वनाने वादी रेखा यदि 
अयकेचारो ओर धूमे तो स्प है कि समस का पृष्ठ उत्पन्न हो जायगा जाँ 
किसी विन्दु काभु=यओंरको=-र-यस्पञअ 


इसे चयेत = \^ { ९ + =, ६ = \८^(१ + स्प.अ) = छे अ । 


इस लिये १४९ पक्रम का (२) समीकरण छेने से 

पु = रम [स्प अदेअयताय=ग्स्पअकेअ यः+स्थि 
ओर य~, य, के भीतर पृष्टफख = > स्प अ छे अ (ययः) यदी पृष्ठफर उस ` 
घनक्षेचर का भी दोगा जिसे सास्कयचाये ने अपनी टीटखावती मे वापी क्षेत्र 
का हे । 

दस मे यदि य! = ° ओर मूलस्थान सरे यः दूरी पर अ य अक्ष पर टस्वरूप 
धरयातट से सृचीपृष्टस्नो को कारं तो कटे इए परिधि का व्यासाद्धं = चि = 
य? स्यथ इसलिये समसच्याकारदाङ्क का पृषठफर = ग्कोरेभत्रिः इसी में 
यदि परिधि=प=र्> चि ओर सूची का पृष्ठसू्प्रसू=कोरेअच्रि 


तो प्ृषटफर = स । इस का साधन हमने अपने चटनकटनके १५९ वें प्रक्रम 





मे केवल क्षेत्रयुक्ति दी से किया दे। 
१४ 
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२२२६. चखरारिकडन । 


क 


१:४७ गोर के पृष्टफट का आनयन । 


कट्पना करो कि चत्त का समीकरण रः = अ--यभ्यह हे ओर यदह 


चत्तय अक्ष केचायो ओर घरूमकर एक गोरु को बनायादहैतो आ 


= 
र्‌ 
वतर तार्‌ ५२} ~ ¢ यः |_ अ 
ˆ< ताय \^ { ९ + (तायं ) ‡ = \८ (१4 | र्‌ः | र 
इस लिये १४९१ परक्रम का (२) समीकरण खेने से 
पु = एन  [स्टताय = रम्य [ ताय न्=्रम्अय-+स्थि +~ 


` कटपना कशो क्रि सूखचिन्छु से यरय दूरी पर य अश्च पर टस्वरूप 
जोदो धरातल उनसे गो को काडा तो क्डे हण. खण्ड. का प्ृषटफख 
= २» अ (यरय) =प (यर यः); ( यदिप=गोख क्री परिधि।) इस पर 
से सिद्ध होता दे किकटे खण्डकावृष्टफ यरय इसके अथीत्‌ उसके उचा 
केवरासे घटता वठृता हे अर्थात्‌ खण्डो की चादयो मे जे सम्चन्य है वही ` 
उनके ृषटफल मे सम्बन्ध होता हे । 
यदा यदिय=अ ओर यर= -अतो गोका समभ्र पृष्टफलट=-४ मअ 
= ४ > च्रत्तफट । ॑ | 
अर्थात्‌ चत्त के फक को चार गुना कर देने से चत्त से वने गो का पृष्टफलः 
होता हे । भारतवयपं मे सव से पले इस गोल के पृषटफख को भास्कराचा्थ ने 
निकाला है ओर यद्यपि उन से इस की सब्ची उपपत्ति न हई तथापि गोट का 
वहत सा खण्ड कर ओर रत्येकं खण्डां का फट साधन कर उनके योग पर से 
अट कर से सच्चा ही प्फ निकाला ओर छठ ते जो अश्युद्ध पृष्ठफट का साधन ` 
क्रिया था उसका खण्डन किया | ॑ 
भास्कराचायं ने अपने. गोटाध्यायमें यदहभी दिललायादहे किं गोर के 
परिधि के आधे को व्यास मान एक कपड़े का चत्त वनाया जाय ओर इस से यदि 
गो को ढोके तो गोर का आधे से अधिक खण्डक जाता है डस ट्यि.कपड़ 
के चत्त काजो फर उसे दूने से गोर का पृष्टफल अष्प दी दोगा भौर गणित 
से निद्चथ दे किं गोर के वृत्तके फल से कयड़ के उत्त का दूना फट पांच गुना 
के आसन्न हे इस लिये चत्त के फट को पांच गुना करने से गुणनफरट गो के 
पृष्टफख से अधिक होगा इस लिये टद्टने जो अपने गणितमे चखाद कि 


((.0 581110(411811800 (10181511 (01661010. 01411260 0 6810011 


वक्र का पृष्टफटानयन । | २२७ 
(उत्तफरं परिधिध्चं समन्ततो मवति गोखपृष्टफलम्‌) वरृत्तकट को परिधि 
देने से प्रष्टफट हाता हे यह वहत ही अशुद्ध हे । 


१५५ चहदूत्यास क चायो ओर दीधेन्त्त के घूमने से जो घनक्षेत्र हो उसको 
दीधंगो कहो तो इस के पृष्टफर के आनयन के टये कल्पना कसो कि दीर्घव्रत्त 
का समीकरण अशरः+ कथ्यः = अकः यदः हे 


तार कष्य ~ ताचा | 
ता यहा -- ~. 
दा -तायं उट अपर \८ | १ ] 


~ _क(\८ (अ-दभ्यः) 
अर 
इस लिये १४९१ परक्रम के (२) समीक्ररण से 


= | ९८ (अ र) ताथ = २7गकर्‌ 


ग्क्त न 
-२ (न 1९--]द-) 
च्‌ अ 


यदि ० अके भीतरयके मानम चृष्टफरुका साधन करे तो -दीधेगोर 


* (१ ) 











= स - १ 
का.आधा पृष्ठफर = ए अक्र 1 ५८ (१--इ) + -"-:- 
म < 


( दीधेच्रत्तलक्चषण देखो ) 
यदि यर, य, के भीतर चदानयन कर तो (१) से 


7कृः 
= \८ (= - यः) ताय 


यह दिखलाता हे किं जिख दीधेदृत्त का-- इदद्व्यासाद्धं ओर क लघुव्यासां 
# न्‌ 
हे उसका यर, यः सम्बन्धि दिशुण कोटियो के भीतर जो खण्ड हे उसे १ से गुण 
देने से यर+य! सुज सम्बन्धि अपने दीधेत्त का प्ृष्टफर दो जायगा । 
इसी तरह यदि दीधेत्त रघुभ्यास के चायो ओर घूम कर घन्षेज वनावे तो 


उसका पृष्ठफर भ्रुम ओर कोटि को वद्र देने से 


ह रे अ*३ र 2 | न 
पु = र| य ताचा = रण | अ ` + न=. | "तार 
म (° यइ | | + व तार 
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२२८ चटखराईिकटन । 
= राः ई 
1 ९८ (र अष्टः) + ~र खा{र+५८[ र + स || 


= ह (अद्ष्ः + क) + न्क ला अदर + ५८ (अ इ र + क) 








द्‌ 
के वीच मे चानयनं करने से ओर उसको दूना करदेने से 
समग्र परषटफख "+ = शला 5 
य न 
"य अश्रः ह ९ 
यदि टु --द्धैर = १९ . इस अतिपरवख्य का य यर के भीतर फ 


साधन क्रो तोस्पष् होगा कि इसफट से गुना उपर च्छे धन्य कष 
यय मुजखम्बन्धी पृषफरू होगा । 
२१४६ एरवख्य का चाप य अश्च के चाये ओर घूम कर जो घनक्ेत्र वनता 
हे उसके पफ का आनयन । ¦ 
कृट्पना कये कि परव का खमीकरण र = ४अय यह है 


= 


तार २२अ . त्या ९ ₹ 
= १/६ 
ताय र य्य 


क 





© अः न रः दिये न ० क ५ 3 ॐ के 
= क~ दस लिये १४९ प्रक्रम के (३) समीकरण से 


पु = [२ र्‌ = तार = | र\८^ (४अ +र) तार 


नै 


= थ  [५८८य +र) २र तार = इत्र > (७ अः +र) 


-3 
(1 ~ 


= -जअर ४ अ +र): +स्ि 
०, ओर र! के भीतर प्रषएटफट = ~° ` 1 (४अ + र) -८अः ) 
१४७ कातन्वटी ६ (2161121 ) का प्ृष्टफखानयन । 
0 य 
व ~ -->- 
दस का र=२( +इ ) यह समीकरण दहे 
4 ५ र ^ थ) छ ॐ क 1 ग. य्‌ 
ओर जँ य = ° वहां से. गणना करने से चा = २ (इग-इय). 
(ऽदवाँ प्रकस देखो) इस लिये. यदि.य अक्ष के चारो ओर वक्र के घूमनेसे 
घ्रनश्चेत्न वना हो तो उसका पृष्टफर १५७२ परक्रम के (२) समीक्ररण से 
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द 


चक्र का पृषटफटानयन । २२९ 


(की 


"र तायं ताय यह होगा परन्तु याँ चक्र के लक्षण से 


च्य द्‌ न्य्‌ ग्र | 
च < ग (ङ्ग -शः 
इ" +२) = -(दन -२+ द्र ग +४) = चाः+गः 





र = 

दस लिये र तार र _ तचार १८.-ग “~य 
चा" ताचा । च = त रदे = ३ (द६ग- इच 

ण (~ ताचा र 

<= + दस लिये ताय न्न तन | 


* = यग ताचा र रताय ~ २7 | 
9० / ताय्‌ / | (इ +इ +र्‌)ताय 


ताध 
ट | र्य रय गपा रय 
् ड +इ" +रोताय= छ (इग-इ  न)+ गम्य 
म (रचा^+गय) 
इस से यह सिद्ध होता है कि चाप ओर कोटिक घातमे ग गुणित भुज 
छ = 


जोड़ कर उखको व्यास भानो तो इख व्यास पर सेजो परिषि हो वही कात- 
न्वी घनक्षेड का पृ्टफड होगा 


इसी स्थान मं य॒दि र. अश्च के चारो.ओर्‌ घूमने से घनक्षे्न वनः हो तो 
पृष्ठफर्‌ = 


४ थय 
२ र यर ताय 1 ~ 
९. [च ताचा-र7 | ज - =” यइ ' +इ ग) ताय 
य , य॒ य 


कते 


परन्तु | यइ ` ताय = गयद्‌ ` -- ग इ गताय = गय ग -गद्डरगं 


(९ ~ -ग | य - ~ = 
आर [यद्‌ ताय = -गयडई्‌ ` ~ग ईइ गताय न 


य्‌ 
- गद ग खण्डचदखानयन से! 


इस छि 
म य~ यः ॥ भ 
०,य के वीचमे पु = ८ वदगताय+7८/ यइ ग.ताय 
© = व 4 


वक य 
= 7 (गयद्‌ ग - ग्ग + गः ~ गयद् ग मद्र ग +ग) 
। # ५० ° ** हि र ; | ९ ` । 
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२३० । चरूरारशिकटन । 


=र[ ग +याए(इन-इ- = )]-गाश्(र+इ- र) ) 
= २ 7८ (गः+ यचा-गर) । ¢ | 
१४८। कस्पना करो कि कवपग पवं क एक देखा सीमितयवक्र है जिस का 
ह वप कगरेखाके दोनों ओर तुस्य अवयव 
| ४ दे । कग रेखा अय अश्च के सभानान्तर 
2" ओर अय अश्च क्षे के वाहर् हे । 
अय अक्के चारो ओर इस श्षेच के 
घूमने सरे जो घनक्षेच होगा उस का 


पृषटफर १४९१ प्क्रमसे यदिव, प ओर 


44 





ये वपको वहत दही पास पास समस्चो 
ओर अय अक्षपर वन ख्म्बको र,चन ङ्म्बकरो र॑ओर क गके दोनो 


र सय तरह से क्षे के समान भाग नेसे वप चापचव॑प॑ं चाप -तो . 


0 | (र +र) ताचा = ७क ताचा यँ क = तन इस छिये यदि 


समश्र वक्र की छभ्वादे अथात्‌ परिधि कवपगपवच क कामान संचादहो तो समर 
पुषटफख = रक > संचा । 


इस से यह सिद्ध होता कि पेसेष्छे्ोका पृषटुफट उन के परिधि ओर य 
अक्ष से सभानान्तर रेखा का अन्तर जो हदो उस को व्यासाद्धं मानने से जो चत्त 


क क 


की परिधि दहो इन के घात के तुस्य होता हे । 


जैसे यदि चत्त का समीकरण (य-च)ः+(र-स)- गः=-ण्णेसा दहो तो . 


च, ॥ क = क क 


स्पष्टे किय अश्च के समानान्तर कंन्द्रगामिनीरेखा जोदहदोगी उसकाय अक्ष 
से अन्तर ज होगा इस लिये य अन्न के चायो ओर वृत्त के घूमने से गोखमुद्धिका 
होगी उस का पृष्ठफट = गोखपरिधि > ज व्यासाद्धं की परिधि = राप्ग >< साप्ज 


यहो यदि १४५२१ पक्रभ से समानान्तर रेखा के ऊपरी भाग का पृष्ठफलख 


साघन करो तो प = र | [ज + \ बल } [ताचा 


= २7 | ज ताजा + सग | | ९८ { ग~ (यच). तचा 
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प 





वक्र का पृएफदटखानयन । २२१ 


= २ग्जचा + २ 4 \^ { ग-(य- -च) } ताचा = रण्जचा + रग्गय 

लघुरूप करने से। ्‌ | | 

इसी पकार रेखा के नीचे के भाग का प्ृषएटफर = रग्जचा--रग्गय 
न्पेसा होगा । | 

इस छिये समग्र घन = २ग्जञ >€ रचा = रग्गज >‹ गो. प 

१४९। जिस वक्र का अशक्षीय समीकरण श्रु = अ(१ + कोज्याप ) यह 
हे, स्थिर रेखा के चे ओर उख के घूमने से जो घनक्षेत्र होगा उस के पृष्टफल . 
का ज्ञान करनादहो तो १७२वं पक्रम के (७) समीकरण से 


प = 1 श्रञ्याय =| ताष्र। 


परन्तु तयः =\ {श्रुः + | वाध } = अ\८ { (१ + कोज्याष) + ज्या्प } 
अ\,८ (२ रकोञ्याप) = २अ कोज्या 


इस च्थिये षृ =४म्थ | + कोज्याप)कोज्यापृल्याष ताव 
= १६ म्अ || कोज्या इज्यादताप = - र्ञ्‌ कोज्या" प + स्थि । 


र क ५8 ् । ॐ २२ग्अ 
०,¶्के भीतस्य के मानम समभ्र घनक्षे्न का पृषएठफट = न 


१५० कल्पना करो कि परस्पर छम्बरूप तीन धरातल के योग रेखा के 
वदा से किसी धनक्षे्नके प्र काफ(य, र, क) = ° यह समीकरण दै (९.८ 
पक्रमदेखो) तो इस परसेस्पष्टटेकि - 
क = फा (य,र) षेसा दोग 1 जिस पृष्टविन्दु कामु=यः,को=र,रां=खदे उस 
विन्दु पर घनक्षेच् में स्पशंधणतल करने की इच्छा हे। 

स्परोधरातट उसे कहते है जिस के ओर वक्र के पृष्ठ के वीच दूसरा घरात 
न वन सके । इस धरातल के जानने के छिये पदर साधारण किसी धरातल-का 


समाकरण वनात ह। 


कल्पना को कि किंसी इषधरातल मे प कोरः विन्दु हे जिसके राङ्कखका 


मूर यर धरातख मेम -ओर यर धरातर ओर. इए धरातर की योगरेखा 
कग हे । 
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२३२ । चटखरारिकखन । 

म विन्दुसखे अय ओर अर अक्त पर क्रमसे मन, मत खस्व डाल कर वढ्ा 
दो ओर मए्नटखोकिकग रेखा म इनदोनों खम्बो का योग न॑, ओर त॑ 
चिन्दुमंदे। 

प चिन्दु से कग रेखा पर छम्ब यमं दे। 





(ख । 
अव यट घनक्षेचभिति से चं=लख= पम, =य = जन ओर कोटि = 


चे 


र= मन । ८ मर्मप =यर धरत ओर इ्धरातरु से उत्पन्नं क्रोण= द्‌, 
८ क =क, ८ग=ग। 


नग = अग-अन = अग-य .. नन = नग कोस्य नं = (अग-य) कोस्पक 
ओर नम = नन-मन = (अग-य) कोस्पक--र,* मम = नम ज्यान 
= (अग-य) कोजञ्याक-रज्याक परन्तु मम॑ = पम कोस्प ८ पम॑म 
= टकोस्पद । इस खिये ्‌ 
( अग~य )कोस्याक-रज्याक = अगज्याग-पञ्यागश--रज्याक = टकोस्पर्‌ 
वा य ज्याग + रज्याक + खुकोरस्पद-अगय्याग--०, “ * - * ` ` ` (१) 
इस मे ज्यांग, च्याक, कोस्प्रह, ओर-अगज्याग इन स्थिराङ्का को इनके 
मह त्तमापवत्तंन से भागद्वे कर इनके स्थान मे क्रमसेआ, का, खा, गाका 
उस्थापन देवो तो धरातल का समीकरण 
आय+कार+खाल+गा-० . . - . . . . . (ॐ यह हभ 
कल्पना करो कि पृष्ठ के उस विन्दु पर गये धरातल का समीकरण 
आय +कार+खाल+गा-० यदै तो इस के दूसरे चिन्दुके युय, 
की =र, रां = टं से आय॑ + कार + खाठं + गा = ° पेसा समीकरण होगा । 
इस च्थियि दोनो के अन्तर से आ(य- प्र) + का(ए-र) + खा(ख ख) = ° 
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¡आ क 


वक्र का प्ृष्टफटानयन । २२२ 
इसचख्यि क-ख = आ ^, य + का ^ र जदा ख-=आ- कः = - का 
ए या 


परन्तु य+ ~य, र +^ र भरुजकोटि के वदा से घ्रनवक्र के पृष्ठका शङ्क 


= ताख ताल 
= छ + ---- ^+ य ~+ ---- 
ताय ता न 


~ तार ~ ताश्ट ताछ 
+ >) ॥ 
८ ( ^ य)` + लः ^ य ^ र ~+ (र) 


(चलनकरखन का दे<वां पक्रम देखो) इस लिये घनक्षेच के पृष्ठ के शाङ्करे 
धरातल के शङ्क को घटा देनेसे 


अन्तर (~~ - आ) ८^\ य + (ल. = का) ८५२ 





+ 9..{ ~ ८१\य): +- २ ताल ताल श 
° { ताय (~य ताय तारं ^ च ^ र+ तार" (^ र) 


यर धरातर म जन वविन्दुआका य, र ओर य+ ^\य) र+^\र अुजकोरि 
द उन पर गडदरखाय अश्च से यदिव कोण वनावेतो ^\ र = यस्पव अन्तरमें 
इन का उत्थापन देने से 


तद ताद ८ । 
न मौ | | क | स्पव | /\ य॒ 


५ | ताल +२-ताख स्पव+ ताल स्पच्च 1. (^य)' ] 























तायः तायतार तार 1.2 
इस यिय 
> 
अ [{[ ताट ड | | तार । | 
य = कः क >| -+- ------~===-- = ~ चर व 
तसि = । [| स्पव 
ताछ , . ताष्ट ताल ^९य 
= + २------ र 
ताय तायतार ५ १ | 


(~ 


यह समीकरण दिखाता दे करि ^\ य अत्यरप छेने से--- यद 





^ ताल ड। ताक ` ~ < 
( - त - आ) + ( तर का) स्पव इसकं तुल्यो सकतादहे इसमे यदि 
-- आ 
न 
~>, = _ + तय 3 (~ (~ ५ 
^भ५्य, ^\ रपस = = ह ता स्पष्र हे षके पक देशा मं 


तार 
परमास्प अन्तर शल्य के खगभग होगा । 


परन्तु यदि तयः = आ ओर -तर =कातो सव दिशाओं मे परमांस्प अ- 
न्तर दुय के खग भग दोगा ओर /^\ यके स्थानम ताय रखने से टीकदी 


टीक शन्य के तुर्य होगा पेली दशा मे बद रात स्पशेधरातर . होगा 
१५५ । 
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२८२४ चटरारिकटन । 


आर त क 9.9 ल्ल क क क 

ओर उस का समीकरण ॐ, का ॐ स्थान में ताल र का उत्थापन देने से 
॥ _ ताड ल्ल 

क-ख (य--य) + ` (रर) यद होगा " (३) 


(१) समीकरण का रूपान्तर करने से 
 ल=अगस्पदज्याग-यस्पदज्याग-रस्पद््‌ञ्याक 

ओरल-अगस्पदज्याग-ग्रस्पडज्याग-रस्पदञ्या क 

इस ययि र्ट =-स्पदज्याग (यं-य)-स्पद््‌ ज्या क(र-र),-.(४) ` 

(३) ओर (2) का तुख्ना करने से 


तट ज्य (0 न त 


च्लि (2) + (2) =स् 


९१ 
बै 
॥ 
॥ 


= £ ताल ५२: ^ ताल 
इस | {र.1.1 २ ५ 4 ( नायं ) -{- ( त ) | ०७ ०७ ०9 (५) 
मे य्दा पर घनक्षेचरमिति के सिद्धान्तो का चर्णन नहीं करता हं किन्त घन- 
शरेचमिति के वल से कु चट्राटि के 


के ~ के क 


1 के सिद्धान्त को दिखाया चाहता हँ । हिन्दी 
भाषपामं घनक्षेतरमितिकेनदोनेसरंडउ 


पगेगी सिद्धान्तो काक वणन कर दिया 


चने चटनकटखन ओर चदछरारिकटन कर 
त बडाक्रर एिखा हे । चटरारिकदटन में घन- 


दे । डिमागेन (12110181 


१५ वं अध्याय से इस चिपय पर 
श्त्रमिति के सिद्धान्त का लिखना तैं अनावदरेयक समद्चता द्र । 
१५९१। कल्पना करो कि यर धरातट से जो इप्रधरातटख इ तस्य कोण 


अ 


वनातादहेउसमणखपवचमभमतद्‌धख पक कोड क्षे दे इसके सीमा के पति- 
चिन्टु से यर धरातल पर 


टखम्ब डाल कम्वमूख में 
रेखा कर देने से यर धरा- 
तख मे एक नया क्षेत्र 
खःप.वद्‌;च॑,पःख९ उत्पन्न 


सय 
रता 
ह 


# 


मि 





ह्श्मा इस का फट जानना 
होतो पटे क्षेच में कोट 
ख विन्दु ठेकर धरातल कर 
योगट्खा क ग के समा- 
नान्तर खद्‌ रेखा खीचो । ` | 





क के | क # ० 1 ॥.0 
इस काछोटाच्रटा च करे समान बहुतसा विभाग कर भ्रति भागां पर पपः 
| 

. 
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वक्र का पृषछटफलानयन २३५ 


1 1 क क 
वर्च, भभ, इत्यादि म्ब खड़ा कर दो इस तरह से दस क्षेत्र का समानटम्ब- 
चतुभज रूप वहत खण्ड दो गये जिन मे किसी एक पपं व॑व चतुर्भुज 


| 1 1 
+ चव =. = न 
काफठ=च | --र-- | ओर इस चतुभज के वरास्रं यर धरातलमें 


च्छ 


नये क्षेत्र में भी ठम्वमू के वदा से एक्र समान छम्ब पःप॑ः्वःच, चवुर्भुज 
उत्पन्न होगा जिस में पः प॑र = कोञ्याद्‌ > पपं, वचः = कोञ्यादव्वं ओर 


के 


इस मे कप्य मान व्ही च के तस्य होगा इस ल्थयि इस का फर 
+ वच, पप~+व < 
| पःय? + व! | | ---- | कोञ्या द = पठे चतुशचैज का 


फ़ल + कोज्या इ ॥ इसी तरह सखव पटे चतुभुजो क फर को कोञ्याई से गुण देने 
से नये श्छेच के चतुश्ूजी का सव फट होगा इस चल्िये सव चतुभज का योग नये 
प्ले का फट = पटले क्षे के चतुभज क! योग > कोलञ्याद्‌ = पटे प्च का 
फल > कोज्या । ॑ 


इस सरे यह सिद्ध होता हे किं जिस घरातख मे जो को$ श्रे दो उसके प्रान्त 


से सरे धरातल मे सम्ब डा इउसम्षे सरे धरातख मं परिणापरन करं तो 
परिणत शे का फट पटे क्षेत्र के को ध्णतटख( करे छुकाव की कोरिच्यासे 


गुण देने से होगा । 

१५२ कस्पना करो क्रि किसी घनक्षे्र के पृष्ठकं फ(य,र, ट) =° 
यह समीकररणदहे। प्केप चिन्दुका भुय, को=र,-शा-लओर प 
विन्दुके वहुतद्ी पास जोव. चिन्दुदे उसकासु=य~+^\य,को=र+ /\र, - 
दरा=ख+ ^\ख। प, चन्द पर णक स्पराधरातख वना लखा अरप आरव 
विन्दुओं मं खगा कर य छ, र छ, धरातखों के समानान्तर घरातलोको 
वनाचो तो समानान्तर धरातल से जो स्पर्चधरातल मे अवयव उत्पन्न 
हआ उसके धान्त से य र धरातख पर यदि ख्म्ब डरे तो उस का 
परिणत रूप पक आयत दोगा जिसका भुज = ^^य, को ^\र इस. लिये 


(= । ,4 ते 
सपर्शधगातख के अवयव का फर = -नय +र । ९५१ प्रक्रम से इस में 
ऋ{च्पाडद ` 


स्पष्टे कि ^\य के स्थान मे यदि ताय को रख दं तो स्पर्धरातल 
का अवयव घनक्षेत्र के पष्ठ का अवयव दहो जायगा । परन्तु जव 


क 


य= ताय तो र~तार इसलिये र धरात्‌ के समानान्तर दोनों 
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२३६ चखरारिकदन । ` 


धरातखो के वीच का पृषटफर = ताय | तार . ओर समपघ्र पृष्टफल 
कोज्या | 


तार्‌ | 1 ताल 
ताप 1 
| | ऋच्य्‌ 1 ९ 1 ५ ताय तार ) } तार ताय 


१५० प्रक्रम ओर द्विगुण चटखानयन से 

यहो यदि पटे तार को स्थिर मान चखानयन क्रो तो यट धरातल के 
समानान्तर धरात्‌ जो है उन के वीच का पले चृष्टफट आवेगा फिर इस पर से 
तारके वदास समग्र प्रटफट आ जायगा। 


[ष न (य = तदि ताल > (~~~ (~~ 
प्रष्ठ समाकरण केवरासे तुत्रःतार के मान वदित हो जाय गे पिर 
नैर र के उचित सीमाभ्रां पर से अभीषएर प्रखण्ड का पट 
1 ९ वा) + (वत -,) | तार ताय इस पर से विदित हो जायगा । 


जसे (१) जिस गो के पकाय +रः+खछः = अः यदह समीकरण हे उस क 
अशरमांरा का प्रष्टफर जानना दे तो यां 
ताल _ _ य॒. ताक 


सद्य | 1 


ल 3 तार्‌ ` ल 


छ तार ताय 





| अतार ताय 
\८ (अ-य- र ) 
भ तार ताय (1 1 तार ताय (3 
-र---= यद्‌ अ-य=रः 
| | ९८ (अ- य -र) (द्र ) द्‌ य = रः 


परम्तु | -तरत =ञ्याः 
य्ह यदि ख=० तो यर धरातछ में जो गोखप्षठ का अवयव खगा 
दे उस क समीकरण अ-पः= रः = र एसा होगा इस म यदि र=० ् 
ओर र=र! मानेंतो अय अक्के ऊपरसरे यर घरात ओर गोटपृष्ठ के 
सम्पात तक रख धरातर के समानान्तर घरातखो के वीच का 
र 


तार 
4 //  ‰८^(--स ` ) § 


इस्िये प्र || ताय इस मं यदि ० ओर अ के वीच य केः मान 
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वक्र कां पृष्टफटानयन । २३७ 
 ९। च च < द्र 
मे चटानयन करं त गोर के अग्रमांश पृष्ठ का फट =--- इस 


(क क 
ख्य 


समग्र प्रषटफट = छग्अ । 
यदि पटे ताय ओर पिर तार के वडा से चलानयन करतो 





इसी स्थानम यदि त 
ऊपर की युक्ति से अण्मांशाप्ृष्टठका फट 
( अ (यः अलताय (ता - । ज्म यः = अर 
६“ \८ (अ-र -य ) 


पृष्ठ का खः+ (य कोञ्याअः! + रज्याअ)- अः = ° 


यह समीकरण दे उस कर ष्फका क्या मान टदोगा। 


य~. वार = - कोञ्याअध्यकोज्याअ! + रज्याअर) 
ताय ट 
ताद _ _ उ्याअश्यकोलज्याअः + रज्या अर) 
ता 


= 1 1 अतारताय | | अन्पर ताल 
र्न नी य २ { अ(यकोल्याअः + रज्या अर 
+/ { अ-(यकोल्याअः? + रज्या अ?) 


(य 


यर धरातटख घनचू् क जहा कास्ता इद उस क्रा समाक्ररण 


2५८ 


अ = ¬ (यकोञ्याअर-रज्याभः) यह दे। यदहं धनचिह्न ग्रहण करने से घन 
पद मे र = (अ-यकोसञ्याभः) कोभ, 
९८ { अ-(यकोज्याअः + रज्याअः) 





५ = -य कोज्याअर+ रज्याथर _ + रज्या =+ < 
ज्याः अ = 


र = (अ-य कोञ्याअः)कोकेअ, के भीतर का मान 


१ (2 - ज्या-' -यकोज्याथ\. ) 
ज्याभः अ 





१ यकोज्याभः 
= -----) ताय 
इस चि धू ज्या ॥ ५ उ ) 


-१ क = ख.तो अज्यास ~ य ओर 


इस में यदि ज्या 
धस र ` कोञ्याअ, 
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२३८ खरराशिकखन । 
कज्याखतास वि 
111 
इसलिये 
॥ तायस्याः १ = [ असकयासतास => _ ~ | सकोज्यासताल 
अ कोञ्याभः कोज्या 
= --- -- (सज्यास + कोञ्यास) 
क।(ञ्याअः 
द ॐ + न) ष (य ५७ 
अव ° ओर --कंभीतरयकेमानम 
कोञ्याअः 
अ अ 7 _ _ _-? यक)।स्याभः 
पृ = [~= ई - ज्या ` ---~) ताय ~ 
~ ज्याअ१.८ कोलज्याअः (२ ) 
लि द ् अः 
ज्यान ` कोज्या! कोञ्याअ! ` कोञ्याभः ज्याअःकोञ्याअ 


यद प्ृष्फख धन पदमे जो घनश्च का खण्ड दै उसका हुआ। 


यदि ध्यान द्‌ कर 1वचार करा तो जस घनक्षनच्न कं पृषका समाकरण उपर 
लिख कर दिखाया दे वह पक खमतलटमस्तक रूप राङ्क दे जस क अश्च कासमा- 
करण ल = ०, य कोञ्याअ! + रज्याअ, = ° पसा दोगा । 


२५३। वहत से घनक्षेन के पृष्ठपेसे दोते टह जिनके पृष्टका अवयव जो 
१५२ परक्रम मं देखा गया है एक ही होते हे । जसे जिस पृ अक = यः+रः 


यह समीकरण हे उस मं 
ताल ५२. ताल 
ताव ) त ( तर्‌ ) 


वयर णद है जसम भ (श) + (ट) णड 


ओर जिस के पष्ठ का समीकरण 





® (~ 


वही सिद्ध होता दे इस लिये दोनो में पृष्ठ का परमाद्पमान अर्थात्‌ तात्कालिकी 


गति एक ही हे ।.पेसे पृष्टो का यूटर ( एरणा€ा ) ने 011९५९1८ नाम रक्खा है 


क 


नै इन्दं समगतिक पट कहता हं । 


दसी भकार (छ-ग)* = { (य--अ) + (रक). } स्पश्र इस शङ्क ओर 
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न्व 


न चि = च = ॐ = क 


बाः क 





वक्र का पृष्टफटानयन । २३९ | 
यकोज्याथः + र कोञ्याकः! + रु कोज्या = घ इस धरातल में भी पुट का अवयव 
एक दी दै । जहां कोज्या अः! + कोज्याक, + कोज्या = १ श्सी तरह 
स्अखय +र 


अल = (य --र)ग + रस्यर\८(१- ग) 


09. 


रअल = { (य +र)-छकयर + रग(य-- र) +कः+गः ] 
इत्यादि सव पृष समगतिक्र पृष्ट दं । 
५2| यदि स्पद्ौघरातख मे एेसा एक अवयव छं जिस कायर धरातल में 


परिणत मान श्रुताश्चुताप यह दहोतों 


4 |.1\८ "न तार ) } श्युताशु ताप 


जैसे जिस घनक्षेत्र के पृष्ट का यर = अट यदह समीकरण हे वह यः +- र९ = ग 
दस चत्त से कारा गया तो कटे खण्ड का पृए्रफट जानना हो तो यँ 


4) , 


द्‌ २ २ (1 
7 य॒ र ) (मध) 


कः> २7 (ग ९८८ अः श्रु २ 
इस स्यि पृ | < | “~~~ ~ श्रुताश्ुताष 
ू ६ ्‌ 


परन्तु 1५८ (अ +श्रु ) श्रुताश्च = 

दस लि | ग“ अ+) श्ताश्च = 1 
ओ "द वशा श =. 1 अ+ गः द: 
[त {क जोर (नन) 


दिये (~ 7 ग्‌ अः + द्‌ 
इस लिये अभीष्ट पृष्टफक = | ~~ श्रुताशरुताप 
, © 6 





(अ +श्रः) 





पत 1 ( अ+ ग )*--भः । 
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२४० चखरारिकटन । 
१५५ यदि पृष का अक्षीय समीकरण टं अत्‌ . 
य = श्वुञ्याष कोञ्यापः, र = श्रुज्यापज्याप?, क = श्रु कोञ्याप 
ओर इन परः से ताय, तार इत्यादि का मान वना कर 


प ८.५८ { + | = | | व } तार ताय 


तार 
इतत मे उल्थापनदेतो 
पु = ./ /९८ { शज्या + | - ञ्याप + | - ) श्रुताप ताप, 
पसा सिद्ध दोगा 1 जदा खभीता समश्च पङ्‌ तदा इस परर से भी उचित 
सीमाओंके भीतर पफल जान सकते विस्तार क भय से वहत वडढ्ाना 
नहा चाहते । २५० भरक्रम के (३) उदाहरण तक्र पर्चागे तो स्पष्ट घनश्च 
हो जायगा । 





च चक्र वनपृटानयन । 


९५६। कस्पना कयो करि आ, चक्रम नियत विन्दु ओरप कोड चिन्दुदे 
जिस का थु = अमय, करो पम=र ओर मान 
खोकिञआकेमुजसेयवड़ादे। 

कस्पना करो कि आपव वक्रय अक्षकेचासो 

ओर रूम कर घ्नक्षेत्र बनाता हे तो यदि आ ओर 

प विन्दु मं गये ओर य अश्च पर छम्बरूप फेस दो 

य॒ ध्ररातटां से घनक्षे्र को कार ओर इन दोनों 
धरातल के वीचमें के घनफट क्रोध कदटं तो चटनकटन के १६० वं पक्रमसे 





ताध _ 


ताय १ 
दस चिये घ्र = „गरः ताय 
चक्र के समीकरणसे र का ज्ञान य के फट के रूप मे आजायगा। 
समश्च लो किं „^ रताय = फा(य) तो ्‌ 
घ्र = फा(य) + स्थि 


4 


कस्पना करो किं जिस विन्दु कामु=यः, उस का घनफट = घ्र, भर जिस 
विन्दु काभ = यः उसका घनफछ=घःदेतो 
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 ध्रनफटानयन २४ १ 


= फा(यः) न सि 
फा(यर) + स्थि ्‌ 
स खिये घर घः! = फा(यः)-फा(यः) 1 २. म्र ताय ग 1 यर र्ताय 
य ; यः 


१५७ समसूच्याकार राङ्क का घनफटखानयन । 

कल्पना करो कि एक सर रेखा अ मूल विन्दुमे होकर गई दहे ओरय 
अक्ष से अ तुल्य कोण वनाती हे तो य अक्ष के चारो ओर इसके घूमने से 
समसची उत्पन्न होगी ( १४२ां क्रम देखो ) इस लिये यहाँ र = य.स्पअ 


द्‌ 
घ = | ग स्परअ यप्ताय = = + स्थि 











ओर घ.-घ, = ° म ( यः-यः ) 
स्पना करो कि य?= ° ओर ति = य स्पअ अर्थात्‌ य- ह तो 
समसूच्याक्रार राङ्क ( जिसके आधार परिधि का व्यासद्धं ्ि.है) का 
घनफल = ग्स्पअ त्रि ~ न्तिः _ ग्ति्यः ¦ 
द स्पअ रेस्पअ ३ 


इस से यह सिद्ध होता है कि समखात फर की तिहाई सूची का घनफल होता 
हे । इस को भास्कराचाय ने भी अपनी लीखावती मे छिखा हे । . 
१५८ गोर का घनफटलखानयन । 
यहां रः = अ~यः 
इस लिये घ = .^ रर ताय = 7.८ (अयरेताय 
= १(अश्य-- ह ) +स्थि। य =० ओर य=अ मानने से. आधे गोल का 


ग्रे _ ४7अ १९ २अ 
२ ६ 








मअ ् 
घनफल = ~ इस चये सम्पूर्णं घनफर = 
_ पुफञ्<य्या 
द 
गोख का घनफड होता हे। इस को भी भास्कराचायं ने अपनी लीलावती में 
लिखा हे। 
[ २ क ह 
१५९। जिस परवलख्य का र' = ७अय यह. समीकरण हे य अक्ष के चारो 


ओर उस कै घूमने सेजो घनक्षेज होगा उस का 
१६ 


अथौत्‌ पष्टफल को व्यास से गुण कर छ का भाग देने से 
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२७२ चखरारिकटन । 

घ = ./^ गर ताय = »,/७अय ताय = ४अ7./८यताय = रअनग्यः + स्थि 

इस लिये घधर--घ,! = २अन(यः- यः) इस मे यदि यन्ती क्े्के समी 
करण से धरः=० इस चयि र> कोटि से घने चत्त ओर हिरः स्थानके 
छअयरग्य- _ गरर्यर 

२ र 

अथौत्‌ जिस समतलमस्तकपरिधि शङ्क का आधार र-ज्जिज्या से उत्पन्न 
परिधि दहो ओर उंचाश्य-दो उस्र के घनफट के आधे के वरावर उसी चार 
ओर उसी आधार से जो परवलय का घनक्षेत्र होगा उस का घनफङ होगा । ` ं 


भीतर का घनफट = र्अग्यः = 


१६० चलनकटन के २८८ पृष्ट भे.जो चक्राद्‌ (#५1010) का समीकरण 
र =क (अ+जञ्याय), य = क (१-कोज्याअ) यहे खे तोय अक्के चारे 
ओर इस के घूमने से जो घनक्षे्र होगा उस का 
घ = ,/ गर ताय = गक. (अ + ज्य) स्याअताअ 
= 7क\/ (अः + रअज्याअ + ज्या'आ)ज्याअताअ 
याँ -खण्डचखानयन से 
/^अज्याअताअ = -- अ कोज्याअ + २.८ अकोज्याअताअ 


आ ~ श ` > =-= ज क = ज 


= -- अकोज्याअ + रअज्याअ+स्कोज्याअ।  , ` । 
/^रअस्याअताअ = .^अ(१-कोज्यारअ) ताअ ष 


~अ - _-अज्यारअ_ _ कोज्यार्अ। 


स २ ४ 
ओर | उ्या*अताअ = ङ ~¬ + च ञ्याअताअ 


= - -कोज्याअच्या-अ - कोवा ( १२ व क्रम के १५ व उदाहरण से) । 
॥ चक 
अव आधे चक्रा्द के धूमने से जो घनक्षे्न होता हे .उस के घनफट का ज्ञान - 
करनाददोतोय=-० ओर य=रकवा अ=०,अ=ग्के भीतर ऊपरके चलो. 
कामान ठे आनेंसे + 


हि = 
ै 


्‌ (8 अशज्याअताअ = "-२--२ = "-- 


द न्‌ 


९ अज्याअताअ = ~ - ड 72 = दः; = 1.4 


पत 
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घनफलानयन । २४२ 


। ^ 


इस लिये अभीषए्रघ्रनषट 
= ग्क् | +र +] = क्र (--- - ई) | 
१६९। यदि वक्र र अक्के चारो ओर धूम कर धनक्षेत्र वनावेतो स्पदे 


कि उसका ध्रनफय ओररको वदलछ. देने.से | (प्यत्तार यद दोगा । इस 


रर 
लिये घर-घर, = | यतार पेसादोगा। 
र? 


१६२ परवलखय का रः = ४अय यदह समीकरण हेः ओर. यदह-र अश्च के चासे 
ओर धूम कर घनक्षे् वनाता हे तो.इस का घन फर ऊपर के धक्रम से 


श्र ~ 1 ¶प्य तार == 7ए । ~~त = न 
१ १६अ य ८०्ञ स्थि 


हि षर = च्‌ ५ ९ क 
इस लिये घर-घः = प) । इस में यदि र,=०्तो क्षेत्र के समी- 


करण से घ, = ° इस छिये र> जिज्या से वने च्रत्त ओर हिरः स्थानके मीतरका 


वप्रः 
८० 


१६३। यदि दो वक्र य अक्षके चारो ओर घूम कर दो घनक्चेत्र चनातेहोंतो 
जो धरातख.य अश्च पर कम्ब हे पेसे दो धरातर.से दोनो घनक्षे् के कायने से 
उन के भीतर जो घनफल होगे उन के अन्तरकोध को ओर पटे वक्र का 
र = फ(य) यह ओर दूसरे का र = फ(य) यदह समीकरण हो तो पिके पक्रमो से ` 
स्पष्टहे किघ=7८.[ { फ (य) } ~ { फ(य) } युताय यह होगा 

जिन दोना छम्बरूपी धरातल से दोनो घनक्षेत्रो को काटादेउन का समी 
करण क्रम से यदि ययः, य=यरपेसेदोतो उपर के चरमे यः, यः, के भीतर 
जो मान दोगा वही घनफरां का अन्तर होगा । 

कर्पना करो कि एक सीमित व्क्रपेसादहे किएक सर रेखा जिख का 
समीकरण र ~क दै उस े सव कोटि खण्डरूपी पूणेज्याओं क्म्‌ समान दिभाग 
-करती हे ( १४८बे धक्रम का क्षे देखो ) तो पूणैज्या का मान यदि फि(य) होतो ` 
रेखा के नीचे वक्र के भाग का समीकरण र = अ -- फि(य) = फा(य) ओर ऊपर 


नफ = 1 
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| २४७४ चटखराशिकटन । 


के भाग का समीकरण र = क + फि(य) = फ(य) देखा होगा । इस चय दोनों 
भागो से उत्पन्न घनक्षेत्न का फल = घ = ग. { फ(य) } ~ {फा(य)} गताय 
= ४म्क.^फि(य)ताय 
कट्पना करो किं सीमित चक्रके दोनों प्रान्त के जां कोटि वक्र की 
स्परोरेखा हो जाती है भुज क्रमसे यःय. दहतो य अक्के चासो ओर सीमित 
वक्र के घूमने से जो घनक्षेत्र उत्पन्न दोगा उस का घन- 
| ॥ | 
फर = ७ग्क./ फि(य)ताय यह होगा । 
य 
यह अक्ष कं चारो ओर वक्र के घूमने से जो घनक्षेच होगा इस वाक्य का 
तात्पये यह हे कि य, ओर र अश्च से जितने जितने अन्तर परः वक्र के भरत्यवयच है 
उतने ही उतने दी अन्तर पर सवत्र रहें एेसा चक्र को चारो ओर घुमानेसे वक्र के 
आकार के वरा से आकारा मे जो घनाछृति उत्पन्न दो वदी वक्रजन्य घनक्षेच हे । 
उपर के घनफट मे अथात्‌ ».^[ { फ(य) } -- { फा(य) } वृताय इस मे 
यदि फ८य) के स्थान में.र ओर फा(य) के स्थानम र्रखदेःतो 
= >. (र -रथेताय = = ^^ (र +र) (र-र)ताय = रग्क «^ (र-र)ताय 
देला होगा परन्तु ./^ (र--र)ताय यदह पिरे अध्याय से सीमित वक्र का फल हे। 
इस च्यि यदि सम्पूर्ण वक्रका फलदो तो सम्पूण  घनक्षे्न का फट 
दम्क> आ होगा । यहां मी १५८ पक्रम के एेसा समञ्च ठेना चादिये कि वक्र का 
सव भाग य अश्च के ऊपर है । यदि वक्र का कुछ भागय अक्षकेनीचेभीदहदोतो ` 
सदज में दिखदा सकते हो कि २ग्क >आ यदह य अक्ष के नीचे ओर ऊपर के घन- 
छेन्न विभागो के घन फटों का अन्तर दोगा । | 
ज्ेसे १४८ प्रक्रम मे जो (य- च) + (र-ज)-गः = ° इस चत्त के य अक्ष 
के चारो ओर घूमने से गोटीय मुद्रिका होगी उस का घनफक ऊपर की युक्ति से 
रग्व्ाज यह्‌ दोगा जदो ग चत्त का.व्यासाद्धं ओर. ज; य अश्च से व्त्तकेकन्द्र ` 
का ठम्बरूपी अन्तर हे । 
१६३। इसी तरह यदि दोनों वक्र जिन के समीकरण क्रम से 


य = फ़(र); य = फा(र) 
ये है र अक्ष के चायो ओर धूमकर घनक्षेत्र वनावं तो ऊपर के प्रक्रम की युक्तिसे 
घनफखान्तर = घ = 77./[ { फ (र } ~ { फार) } ] तार यद होगा । 
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घनफलानयन । २७५ 
फिर इस पर से पूरवेवत्‌ विचार करः सक्रते हो । 


१६४। १५६ प्रक्रम मे घनफल के छिये जो युक्ति लिखी गह दहे. उसी युक्ति 
से चाद ज्ेसा घनक्षेत्न हो सव का धनर जान सकते है । 


= 9 (~ कच क भ ४ म्य भ ल= { १५९ ९ , = ् 
जसे केसां घनक्षे् को य॒ अक्ष पर लम्ब जो धरातल हदे उससे कारं ओर 
कटे स्से्र का फर फ(य) कर्पना करं तो स्पष्टे कि इस ठम्बरूपी धरातल के 
वहत दी पास जो दूसरा स्वरूप धरातल है उस से भी जो कट कर दोनो धरा- 


तखा के वीच में घनक्षेन का घनफलट८^५घ ह वह फ(य)८^^य के समान होगा इस लिये 


“त ल = फ(य) ^\ य को दन्य अथौत्‌ ताय मानने से 


--- = फ(य) . . घ = .^फ(य) ताय देखा दोगा । 


१६५ देधेवरत्तीय घनक्षेत्र जिसके पृष्ठ का समीकरण 
य्‌ र. क | 


-उ + त + जर = १ यद हे उसका घनफडानयन । 


यहां यदि घनक्षेत्र को य अक्ल पर छस्व धरातल से काटो जो कि मूख चिन्दु 
सेय तुल्य हट कर य अक्षमं लगा देतो घनक्षेत्र के रक्षण से कटा हुआ पदेदा 
पक दीधेच्त्त दोगा जिसके दोनो व्याकाद्धे रमसे 


क\ | १९- = | ग\ | १-~ न्‌ | ये दै इस लिये छेदित. पदेदा का 


फ = फ(य) = " क ग (१ - --=) यद हुआ ओर क्षेत्र का संपूर्ण घनफङ 
अ 
/“[ ९--यः ] कग ताय = ध अक 


१६६ किसी सूची श्छ का घनफलखानयन । 

कटपना करो कि सची का आधार कोई वह्ुभुजक्षेच हे जिस का फट 
आ हे ओर सूचीका वेधवा उचाद्ेवेहे तो यदि सुज, कोटि. राङ्कओं का 
मूक विन्दु सूची का रिरःस्थान मानं ओर य अक्ष को सूची के आधार पर 


भ्व रूप माने तो १६४ प्रक्रम की युक्तिसेसूची का घनफल | वे फ़(य) ताय 


यह दोगा। अव यदि य अक्ष पर छम्बरूपी धरत सरे सूची को कारें 
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२७६ चटखरारिकखन । 


तो स्प हे किं छेदित प्रदेश आधार का सजातीय दोगा इस द्ये 
य्ा 


" इ दङ्किः इ ` 


इस प्रददा का फ = फ(य) इस लिये सची का घननफलः 


क 


<~; ({च._ ::. वे न | ~ न । 
| फ(य)ताय = | = ताय =-शआ.। यत्ताथ = याव वे 
५ वेः -5 बर 


वहुभुज क्षेत्र रूपी आधार के स्थानम्‌ यदि कोद सीमित ष्चेत्रहो तव भी यद्ध 
घनफट आवेगा । इस पर से यह सिद्धं होता हे कि आधार पर वेध तुल्य वेध में 
जो समखात का घनफर होता टै उसके कतीयांदा के तुल्य सची का घनफख 
` होता हे 1 इसको भी भास्कराचायं ने अपनी खीखावती के खातव्यवहार मे छिला 
हे (समखातफ्च्यंशः सूचीखाते फर भवति) परन्तु इसकी उपपत्ति कीं नदीं 


लिखी दे। 


~ ध 
क 


1 
‡ - | 
ध १ षु र , 4 

१६७ कट्पनः करो 1 केयर ~ --- - -- = १९ यद पक आतिपरवल- 


क ग 
द्‌ ५4 न 
यिक घनक्ेज का समीकरण ओर -र - क-ख ० यदह पक सम- 


 सूच्याकार -शाङ्क का समीकरण है तो पदखे घनक्षे् को य अश्च पर रम्ब 
ओर मूल चिन्दुसे यतुस्य हट कर य अक्ष मे लगा हआ जो धरातठ 
हे उससे कारं तो छेदित देश णक दीर्घ॑च्रत्त दोगा जिस का फट फ(य) = 


क 


41८ क्र ग र = ९ यद रोगा ओर उसी धरातकछ से राङ्क का. छेदित 


को 4 ~ अ 4 ~ ं १५.२६ ग्‌ ५ लिने 
प्रदेदा भी दी्ैवरत्तदी दोगा जिसका फल = फा(य) ---- ¬ इस 1 





दोना का अन्तर कग यह हुआ । इस लिये राङ्क, आतिपरव्रखयिक ओर 
दो म्ब रूपी धरातल जो मूल विन्दु से क्रम से य यर तुस्य हट ० 


[ च | 


कर य अश्च मे रगे द उनके भीतर का घनफख | प््म्क ग ताय 
| यं 
` =न्कंग (यस्यः) 
१६८] जिन समानान्तर धरातखछा सं घनश्च को काट कर ऊपर क 
-थक्रमो मे धघ्ननफक साधन की. युक्ति दिखाई हवे यदियं अक्ष .पर छम्ब 


० तः 


नदो किन्तु.य अक्ष उनसे अः तुस्यञ्खुका दो तो स्प हे कि | फ(य) ताय इस 
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चघननफटखानयन । २५७ 
के स्थान में [फ ज्याअश्ताय इस को खेन से घनफट कामान आ जायगा. 


१६९ १द५बें धक्रम से सिद्ध टे किं घ = [फ (य) ताय. इस लिये फ(य) 
को कल्पनां कर ठे कि किसी वक्र की कोटिर है तो १३८ें-पक्रम. कप. युक्ति से 
तीन समानान्तर वा चार समानान्तर -धरातलो से जिन का परस्पर अन्तर = च 
हे छेदित प्रदेशा के फलो से आद्यन्त धरातखान्तर्गतः घन फल कां स्वर्पान्तर से 
मान उ (आ+ आ+ः+आर) वा उठ { आ" + आ! + २(आ,+ भाः) } * 
यह होगा जरह र र?» इत्यादि के स्थान में आ., आः इत्यादि को रख दिया हे ।. ` 


क = २ ्‌ 
२७०। देवे पक्रम से सिद्ध दे कि [° र ताय परन्तु 
¶८्रः = 1 २१२ तार इस लिये दिगण चटानयन की- रीति से घनफट 


क्रो (^ [२ ग्र तार ताय = | | तार ताय इस से पकारा कर सक्ते टे। 


१९४ धक्रम के क्षेत्र को यदि य अक्षके चारो ओर धुमवेंतो द टे 

चतुभज से. एक व्य उत्पन्न - होगा जिसका घनफर -स्वल्पान्तर ` से 

ग्रं ^ य ^ र यह होगा. ओर एक स्तम्भ मे जितने चतुर्भुज है. सव से 
फा 

उत्पन्न वखयो के घनफट का योग ^ य| ) 
 फ(य) 


२>र तार अथौत्‌ 


फा(य) 


^य>२ रतार=> (य| {फा(्य)} - {फ्))} र] चद होगा 


फ (य) अ 
-. इस चियि-काता कत के. धूमने से जो धघनक्षे् होगा उस कां घनफ 


[चाः [ { फा(य) } भु-- { फ(य) } १] ताय , 
अगा | 


= | 1 र्ण्र तार ताय 
९ फ(य) 
फा(य) 
फ(य) . 


=२7 1 र तार ताय यदि अचा = यर ऽ अगा = यश 
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२७८ चखरादरिकटन । 


ऊपर क | याः [ { फा(य) } ~ { फलय) } * ] ताय इस समीकरण में 
अगा 


यदि फा(य) के स्थानमेफ (य) ओर फ (य) के स्थानम फा(य)कोरख देतो 


ठीक १६३बे प्रक्रम का समीकरण हो जायगा । 

१७९। यदि जिन वक्राके क्रमसे य = फ(र), य = फा(र) ये समीकरण 
है उनके चापसरे ओर जिन रेखाओं के क्रमसरे र=र\, र = रये समीकरण 
हैउन से वना हआ कषेत्रय अक्के चारे ओर घल कर घनक्षेत्र वनावे 


तो ऊपर. की युक्ति से उसका धनफट = २.7 1 ५ र ताय तार पेखा 
र फा(र) 
होगा इस का ताय के वरा यदिच्खवनालखोतो 


घ = २ > [ {.फ(र)-प्ा(र).} र तार 
सरे 

१७२ ऊपर के प्रक्रमो की उयाप्ि दिखाने के लिये श१द्वे परक्रम का केन 
खो । कर्पना. करो कि अरक वक्र क्षे य अक्ष के चारो ओर घूम कर जो घन 
छेच बनाया उसका घनफ जानना है तो स्पष्ट है करि कनल के घूमने से जो अद्ध 
गोर दोगा ओर अनर के घूमने से जो परवख्य संवन्ध घनक्षे् होगा उनके 
घनफलटो के अन्तर के समान अभीष्ट घनफल दोगा । इन दोनो घनक्षे्ौ का घन- 
फर पिरे पक्रमो से विदित हे इसलिये अभी ए घनक्षेत्र कां घनफल भी इन दोनों 
के अन्तर पर से विदित दोगा इसलिये द्विगुण चलखानयन से जो इसका धघनफल 
निकरेगा उसकी जोँच अच्छी तरह से इस उदाहरण में होगी अर्थात्‌ दोन रीति 
से फटों का मान एक हो जाने से मन भर जायगा मानो किन मू विन्दु ओर नक 
य अश्च मं धनात्मक मागं हेतो अङ वक्र का समीकरण रः= ४ अ (अ-य) ओर 
कठ का रः = 8 अ~यः यह होगा । | 

इस खिये ऊपर के श्रक्रभ की युक्ति से अभीष्ट घनफट 


(४ अ -र) 
| अस्रः २२ ताय तार 


इसी जगह यदि यह इच्छा होक परे र के वदा से चखानयन करे तो अलक 


~ 


क। अफ रेखा से.दो विभाग करने से 


घ = चत्त खण्ड का घ. फ़ +परवख्यके खण्डकाध.फः 
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घनषटानयन । ०६४९ 


् ४  \⁄^ (ज -य५२गर तार ताथ | ‰4 
<| 8 1 


+ (अ [५८ (म-य१२नर तार ताय 

० \^ (ॐअ-४ अय) 
, इसी जगद यदि य अक्ल कं चारो ओर धघलग के घूमनेसे जो घनक्षे् वने 
उसका धरनफट अपेक्चितदह्ोतोमानयखोकि य अक्ष की धनात्मक दिशा नधकी 
भओरदेतवन को मूल विन्दु मानने सेख्ग का समीकरण र'=8अ (अ~+य) 
ओर छश का रः = 8 अ~यः यदह होगा । 


टस लिये अपेक्षित घनपट = | ~ \^ (अ + छअय) 


° \८ (अ~य) 
इसी स्थान मं यदि पटे य के वशसरे चर अपेक्चित दोतोख्ट, रेखासे 
अभीण्रक्षेत्रकादो विभाग करदेनेसे | 
घ = चत्तखण्ड का घ फ + परवल्यखण्ड का घ फ 


२२ तार ताय 


२अ(२अ 
°  \८^(७अ-र) 
+२अ\८३ २२ ताये तार ` ~ छः 
| 8 | ४ ५ ई { क 
अ व, | 


क के 


१७३ यदि क्षे र अक् के चारे ओर घूमने से घ्नक्षे् बनावे तोय, रको 


#- 1 


२०२ तायतार 





[ २ क 9 


परस्पर वद देने से उपर की युक्ति से सहजम सिद्ध हो जायगा कि 


= | [२ म्य तायतार। 


१७४। किसी घनक्षेत्न के प्रष्ठ मे एक प विन्दु ओर इस विन्दु के वहत ही 
पास दूसरी व विन्दु छेकर दोना विन्द्भआमदलगा कर यर्‌, रर धरातल के 
समानान्तर दो दो घरातखा को वनावो तो घनक्षे् के भीतर एक आयत आधार 
के ऊपर समखात बन जायगा जिस के आधार का भज य, कोटि र ओर वेध, 
ख होगा इस खये समखात का घनफछ = ख ^\ य ^^ र 1/\ य; ^\ रको वहत 
छोटा मानने से समखात क! घनफरु = छ तार ताय, इस लिये समच्र घनफर = 


्‌ 1 | ख तार ताय इस में पदे यदि [ल तार इस का मान निकारो तो स्पण्र दे 


¶७ 
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२५० चखरािकलन । 

कि यह य अक्ल पर म्ब जो धरातल है उस से छेदित प्रदेश का फक होगा इसे 
यदि फ(य) के वराघर मान ङो तो समय्र घनफट =  [फ(य) ताय यदी १६७ 
प्रक्रम से भी सिद्ध इञ हे । ॑ 


इसी मं यदि पहले [ल ताय इस का मान निकालोतो यद र अश्च पर छस्व 


रूप धरातर जो दोगा उस से छेदित पदेशा का फट दोगा इस ल्य इस को यदि 
फ(र) को तो ऊपर की शुक्ति से समम्र घनण़ट = [कर) तार 1 सवेन सीमाओं 


क्रा विचार कर घनफल निकाटरना चाहिये 1 
१७५। देधेचत्तीय घनक्षे्न का अण्मांदा धघनफर ( जिस क प्रष्ठ का 


् यन र = 1 ९ ८ 
समांकरण द धि ल + = द दे) जाननादडदो तो यहो 


| यः रः 
र = ग\^ (९ न ) 


‡ र ~ 
इस स्यि घ =ग 1 ९ (१- ल - क) तार ताय 





ट ग रः २ नि 

र पले | \/ (९- ज - कर ) सर = क [५८ (१- यः - सन) वा 
यः 
६ ९ (१-.--र) 
व <| स्‌ अ ˆ उ्या-? र 

= ---- १ - --र - ---) + ज्या ~~ 

र रकं ८५५ जर क नि क | 

१ }-- अ 
~ ५ यः च 

इस मे र = ° ओर र = क^।१ - दर के भीतर का चल 

प्क य (~ ¶्क ग यः 
= ----५९ ~ --र-/ । लिये श्र = ॥ ~~ 0 

ऊत. ~ दप)। ध्स च य 

प््कग. [य 17 ओर द वी ध < 

= ------ | -- इडः ० ओरअकेवीचयकेमानमें समन्रका घनः 





अ द ^ 
_ कग श अ _ ग्कग „ भ = 


सम्पूणं घनफ = ईकण । यदी १६५बे प्रक्रम मे भी सिद्ध हआ हे । 

१७६ जिसके पृष्ठ का समीकरण य र = अल दहै उससे यर धरातछ से 
ओर जिन चारो धरातल का क्रम से य यः, य = यर, र = र र = र्ये समी. 
करण ह उन से वने हए घनक्षेत्र का घनफट जानना हे । 
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कै 
| 1 ऋक ऋ क 4 कः भोति = ` ज तः कि 9 
4 ऋः 1) यो + # 


ऋ हि क, | 1 त र 1 


प्रनपलखानयन। २९९९ 
यहां १७७बं परक्रम की युक्ति से 
_ यर | रर यर प य (२ २५ 
घ=यः 1 -प्र तार ताय = - | ₹ (र२--रः)य ताय 
र१ य 

= षर (रः-रः) यः-यः) 

(यरय) (ररर) { यशर +यररर+यरसर + यरर,! ¦ 
6 ( --यः) (र> -र?) (द्ध द्‌ +टः + ट५) 

जहां ?, खर, छः, छभ्ये चारो कोनो के रमसे शङ्क दें 
यशा पर यह मान ल्या गयाद्े कि सीमां के भीतर सवेन यर धनदहे। 


१७७ जिस धरातल का समीकरण ख = ०, चत्त क! (य-च) + (र- ज) 
= गः ओर धरन के प्षठकायर~अ यह दहै उनसे वने घनक्षेत्र का धनफर 
जानना हे । < 

यहाँ चत्त के समीकरण से र की सीमा ज-\^ { ग-(य--च)ः } ओर 

ज + \^ { ग-(य- च) } ये होगी इस लिये १७बे भक्रम की युक्तिसे 


घ = || यरतार ताय = अ | | यर तार ताय 
= त | च\८ { ग-(य- च) ¦ ताय 


जहोँय की सीमाच-ग,च+ग, येदं 


ओर -य््ल | य९ { ग-(य-च) ¦ ताय = 1. +/ {ग.-(य-च). ¦ ताय 
+च | ९८ {ग-(य- च); ताय यदि य-च = त तो उपर का घनफड 


। = | त\ { ग- तः } तात +च [५८ {ग-तः; तात 
| यांत की सीमा-ग,+गदडे इस लिये सीमां के भीतर ऊपर के 


गग 
चट का मान निकालने से अभीपए्र घनफट = --अ- 


यहाँ भी यह मान छियां गया है कि सीमाओं के भीतर यर.धन हे अथौत्‌ 
(य- च). + (र- ज) = गः इस त्त का सव भाग प्रथम वा तृतीय पद्‌ मे हे पेखा 
समश्च कर तव ऊपर का घनफर निकाला गया हे । 


१७८ यदि धघनक्षेत्र को पसे धरातखों से कार जिसमें शङ्क मूल के 
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२५२ चटरारिकलन । 
अक्षीय समीकरण के वदा श्चुताश्ुताप यह आधारकाषफट दो तो समखात 
का फर टश्चुताश्चुताय यह होगा इस लिये घ = | छश्रुताश्चुताप । यों 
श्चुः ~> यः ~ स 

जसे क च ० = | व र्‌ द्‌ 

जसे जिस धरातल काल =०, ओरदे प्रो कायः+रः= अल, 

रः= २ गय-यः ये समीकरण है उन से वने घनक्षेच का फट जा- 
< अत, ् श्रुः ष्क | 3 च पि न क्ये ४ 

ननाहेतो यर्हाद=-रु ओर श्चुः प की णेली सीमा दोगी जिस मे चल 


ष, द २ क ७ € 9 क प न 
का फटखावर = २गय-य इस वृत्त के संप्रणं पट तक ददी तो यहां 
श्रु! = २ ग कोञ्याप एसा मानने से अभीर घ्रनफट 


म । 1 प्रर 
| [च द ताश्रु ताय = अ 1 कोञ्या्वताय 


कहो क्क 
= 


(3 प्प्ग्‌ 
| ,4 ह € ज ‰ क ये ( 
अ < 


_ २२ 


1-9 





(खण्डचदखानयन से) 





+ 


य+ र 2 
१७९ जिस पष्ठ काटन्अड्‌ ग =अईइ ग यह सेमाकरण दे उस 
से ओर यर अश्च से वने घनक्षे्न का घनफठ जाननादहो तो यरा पृष्ठके समी- 
करण से स्प दै कि मू विन्दु से चायो ओर अनन्त दूर तक्र पृष्ठ फटा हुआ ह 
इस लिये य की सीमा ०, ओर २ » होगी 





आर भ्रको ©; ओर 9 होगं स दख्यव | अद्‌ ग च्रताध्रतायव 








4 
उ गः ०2: द्‌ गः २ ४ 
इसमे | इ ्रुताश्रु इस का मान = -- दर्‌ गः यह होगा 
(~ ~ 09 गः -ग _ > अभी 
इस ल्य ।) इ भ्रताश्ु = र ओर तव अभीर घरनफल का परमाण 
क: . ¦ 


शु 4 


नाः सत २ग्गः २ = 
= {3 | (९ |अ ड श श्चताश्रुताष = य | ¢ द्‌ ताय =` २ = ग्अगः 
6 वि ८ | 


१८० श७४बे प्रक्रम मे जो समखात का फल लतायतार यह निकाला हे , 
इसका ङ अक्ष पर छम्ब जो धरातल है उन से अनन्त विभाग कर डाठ तो एक 
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क 


व्रनकलानयन। ्‌ २२९५२. 


विभाग वा समखात घनफ की तात्काटिक्री गति = ताल तार ताय यदह होगी 
इस खिये घनक्षेत्र के घ्रनफटड का मान चिशुण चटखानयन की रीति से 


| || ताट तार ताय यदह दोगा । 


१८१ जिस नटक की यः + र-२.अ य = ° यह समीकरण है उसके 
यदि उस खण्ड का घनफल जानना चाहते हो जो कि टय स्पञ,, ` 
ख = यस्पक? इन धरातखों से नलकके करनेसे उत्पन्न हृदे तो यहाँ 
नखक के समीकरण से रः=२ अ ययः रः .*. र! = ९८८२ अ य-यः) 

अव १८० परक्रम की युक्तिसेध्र 9 1 ९१ ऊ» ताखतारताय 

€ -र? य स्प अः 


= 1 (यस्पकः-यस्पञअः) तार ताय 


6 तः 


= | <ज(स्पकः-स्पथः) ग्य \ (सअय-य)ताय 
ह । 





= २(स्पकर-स्पथः) ----। 


१८२। वे प्रक्रम मे समखात का आध्रारजिस का फर, श्चुता श्रुताय यह 


हे उसेमान टखोकिंयर के धरातरखमे हे अव इस आधारं.को स्थिररेखाः 
अथौत्‌ य अक्के चारो ओर घुमावो तोस्पष्टेकि इस आधार के घूमने से 


-एक घनवखय होगा जिसका घनफट = २ ररश्चुताश्च॒ताष = २० श्रुञ्याप श्चुताश्चुताप 


यह होगा ओर पृरा फेय करने मे आधारः का धरातरु यर .धरातख से रग कोण 
उत्पन्न करेगा इस लिये दहत पास पास केदो .स्थानों मे आघार के धरातल के 
आने मे यर धरातल से उत्पन्न कोण का मान क्रम से प, च+ तापर मानो तो 
घननवटखय के घनफढ का परमास्प विभाग वा तात्कालिकी गति 

= ताप श्रुञ्यायश्रुताश्चुताय = श्रु ज्याप्रताश्रुताप्रताषर ईस खिये उचित सीमां 


के वशा से सम्पूणं घनक्षे्न का घनफङ घ = [1 | श्ुंज्याव ताश्चुतापताष, 
(4 (~~ + ~: | ९ (4 9 . 
जेसे जिस गो का व्यासाद्ध अहे उसके अष्टमांश का घनफठ जानना 


क, = 2 श्रुः 
हेतो पटे श ताश्रु = ख इस मे०, ओर अ के वीच श्रु के मान 
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२५७ | - चखरारिकखन । 


३ - 
मे चट ~ = 
द 


अरे 
तव॒ घ = ॥ 1 ञउ्यापतापतापः 
इस तरह से पटले र के वदा चरदे आद्धेसेश्चुष््याप श्चु प प, 
इन सव अवयवो का योगं जोकि एक सूची के( जिसके आधार का 
कटर = अभ्ज्याप प पट ओर वे=अ) समाने आया। 
फिरपके वदरा चर ज्ञान करनेसे | 


 [ज्याप ताप = - कोञ्याप, 


यहां पकी सीमा ० ओर > मानने से 


अः 
च = [शः वाप 
२ १ 


इस तरह यर्टा पके वडा चलानयन से 


अ 
२ 
कोच, ओंरप + पः के भीतर जितनी खृचि्याँ है उनक्रा योग आया । 

फिर सव के पीछे पके वदरा से चट ज्ञान करने से ओर पः की 


परा अर 


ज्या ^^ पत इस चाट 





सीमा ° ओर ‡ मानने से गोट के अष्मांडा घनफर का मान = घ = 

१८३ पक समसूच्याकार राङ्क का दिरःस्थान एक गोट केप परदे 
ओर रिरःस्थान सरे गोटगभे तक जो रेखा गई है वही राङ्कका अक्ष दे। 
गोल का अ्यासाद्धं अ ओर राङ्क का रिरःकोणा्द्धं अ,+हेतो राङ्क के आधार के 
गो के प्रष्ठमें खुगनेसे राङ्क पृष्ठ ओर गोर प्ृष्ठुके भीतर जो घनक्षेत्र होगा 
उसका घनकख जानना हो तो राङ्क के रिरःस्थान को मूखविन्दु मानने से गोल- 
पृष्ठ का अक्षीयसमीकरण 

श्रु = रअकोञ्याप यह होगा । इस छखिये अभीष्ट ` 

घनफर = | भ | (च श्ुज्यावताश्रुतापताषः 
© © © 

१८४७ इसी प्रकार श्रु = अ(१ + कोज्याप) इस चक्र के स्थिर रेखा के चासते 

ओर धूमने से जो घनश्षेत्र दोगा उसका घनफल । 


| | ४ कोञ्याष ह छ ह 
घ = | स 1 | अ(१५ ) शरुज्यायताश्ुतापताप, 
अ 8 | | 
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| 





घरनफटखानयन । २५५ 


+ ॥ 3 
| | 1 ९ + कोञ्याप) श्र ज्याय ताश्रुताप! तापर (देरवं क्रम से) 


२८ अः श ? ¦ | 
= = | (१ + कोज्याप)* ज्यापताप इसका मान १२ पक्रम के १५ 
© 





उदाहरण से बा खण्डचलानयन से २ १ धः यह होगा । 
१८५। जिन दो घनक्षे्ा के प्ष्ठका समीकरण (१) क (व, --, च) =° 
(२) फ(य,र,ख)न्न्येद्टोतो यदि 
शय, रु =र+ल् खतो 
खतायतार = अकग छं तायं तार 
इस सिये १७४बें पक्रम से 


(१) का = ॥ | खतायतार = [| [| अकगलंताय॑तार = अर्क >< (२)काधघ्र। 





4 @ | रत्र ( 
जसे वैर्धन्रत्तीय घनश्षे्र केपृषठ का समीकरण ~ + कर + = व 


ओर गोर का यः+ रः + अः = ० यह्‌ है इस टये 
ग्‌ > 
दैव त्तीयघ्ननक्षेत्न का घनफटं = तनन गो का घनफङ 


७ग्अः > अकग _ ७ग्अकग ८ ५. 
ब इ यदी शद्णवं थक्रम मे भी सिद्ध हया ह । 


इस पकार से ऊपर कष्टे इणः सिद्धान्त से सेको नये सिद्धान्त उत्पन्न होते 
ह जिन के वख से वङ्‌ वड़े कटिन भरदनो का उत्तर सहज मे निकट सकता हे । 
, विद्याधियो को चाहिये किं जिस प्रदन मं जिस सिद्धान्त सरे सहज मे उत्तर निक- 
ख्ने की आशा पाई जाय उसका उत्तर वड़ी सावधानी से उसी सिद्धान्त से. - 
निकार । उत्तर निकालने मे सीमाओं का विचार वड्ी सावधानी से करना चाहिये 
क्याकि सीमादीसेतोक्षेचर्वेधादहे ओर जव सीमादी विगङ़ गड तोके दी 
दूसरा हो गया इस यिये जिस का फ अपेक्षित उसका फर. सीमां के 
` विगङ़ जाने से कथमपि न निकलेगा । जहां कीं सीमाओं मं संदाय जान पड़ 
वाँ वक्र क्षेत्र की आङृति वनाकर सीमाभो का ज्ञान कर रो । 
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 ॥ 


२५६ । चखराल्िकटखनः। 


अभ्यास कै-ल्िये प्रन । ` 


१ जिस वक्रका यर यह समीकरण ह उसके चापकेःय अश्क 
चासे ओर घमनेसेजो घनश्च दोगा उसका क्या प्रए्ठफट दोगा 


२ र = दग यह वक्र य अश्च के चारो ओर घूमकर जो घनक्ेत्र वनाता 
हे उसका पृठफख क्या होगा । 

2। चक्राखद यदे दारःस्थानगतस्परास्खा क चार आर घूमकरर घनश्च 
वनावे तो उसका सम्पूणं प्ृषटफर क्या होगा । 
३२ग्क्‌ः 


द 
४। यदि चक्राख्द्‌ अपने आधार के चारो ओर धरूमकर श्रनक्षेत्र वनाघे तो 


उ 


उसका सम्पूण पृषटफट क्या होगा । प धक > 


५। जीतर (1126101) य अक्ष के चारो ओर घुञ्मकर जो धघनक्ेच वनाता 
हे. उसका सम्प्रणं परष्टफलख ` वतावो (र्वो भक्रम देखो) उ० ७ ग्गः 
६ एक गोट को दो तुस्य समतलख्परिधि रूप शङ्क से (जो कि गभंक्षितिज 
पर स्व हे ओर जिन के आधार चच का व्यास गोर के व्यासाद्धं तुस्य है ओर 
जिन के अश्च गो के उन व्यसाद्दो का सम द्विभाग करते है जिनके योगसे 
गर्भक्षितिज का व्यास वनता हे) आर पार छद्‌ डाला तो वदि गो के भाग 
का प्रष्टफट चया दोगा । 
ड० अवरिष्ट भागका प्ृष्टफक गोर व्यासके चगे का दूना दोगा 
(१५२ प्रक्रम का (१) उदाहरण देखो । सीमा क( विचार अच्छी तरह 
से करटो ) 
७ निस वक्र का र=अ-+-अदला -ख यह समीकरण हे वह यदि य 
अश्च के चारो ओर घूमकर घनक्षे् वनावे तो य = अ, य = अक इस के भीतर के 
खण्ड का क्या प्रषटफर होगा । 


छ क (१४८ 
० नअ {५/८ ५८२ + (चन्न) 


८ जिस चक्र के समीकरण पर से रताय =-(अ-र)र रतार ` एसा 





सिद्ध दयो य अश्च के चारो ओर उसके घूमने से जो घनक्षे्र होगा उस का सम्पूण. 


पृष्ठफट क्या दोगा । उ० २न्अः। 
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= 





पड्गी । उ० - पृथ्वी 


अभ्यास के लिये परञ्च । २५७ 


९। एक गोर को णक समतखमस्तकपरिधि सूप शङ्कसे छेद डाटा तो 
दित पदेरा का क्या पृष्टफट होगा । इस प्रदन मं इतना जानते हँ कि गोट की 
परिधि से शङ्क की आधार परिधि आधी हे ओर राङ्क का एक पृष्टसूत्र गोरगभं 
म टोकर जाता हे । | 
उत्तर, यदि गोर का व्यासाद्धं = अ तो अभीष्ट पृष्टफट = २नअ२-७अ\। 

९०। एक गोर जिसका व्यासाद्धं १५ हाथ दै उन दो समानान्तर धरातल 
से काया गया केन््ध से जिनक। अन्तर क्रम से, ७ हाथदहैतो धरातले करे वीच 
मे जो गोखखण्ड हे उसका पृष्टकर्‌ क्या होगा । | 
` ॐ० ३७६-९९०८ वगं हस्त । 
पर पृथ्वी केपृष्ठभाग की तिदा 
व्यास के समान ऊंचाई पर । 


1/ 


५१2 


कितनी ऊँचा 


क 


= 


१९] पृथ्वी केप 


ॐ 


क 


१२। पक समसच्याकार राङ्क के भीतर एक . गो वना इ है गोल 
का व्यासाद्धे चि ओर गोट के केन्द्र ओर राङ्कग्र का अन्तर (अ) है तो 
ओ क क „अ ~ अ चिः 

राङ्क ओर गोल के पृष्टफखो मे क्या सम्बन्ध होगा । उ० सं=-- न 
<. छलि 
१२ अ, क गोरके उ्याक्वाद्धं क्रम से३ओर ७ दहदाथद इन के पृष्टफल 
केयोगकेसम्रानगगोरका पृष्टफलडेतो वत।वोकरिग गोर काक्या व्या- 


 साद्ध होगा ` उ०. टाथ 


९७। यदि प्क चिभुजजो किय अक्ष के पएकदी ओर हेय अक्के चारो 
ओर घूमने से घनक्षेत्र बनावे तो उसका पृष्टफक कैसे निकालोगे । हर प्क भुज 
को बद़ाकर य अक्षसेमिटादोतो िञ्ुज के घूमने से वर्धित युज भी घूमकर 
समस वनावेगे फिर इन सूचियो के ष्ठो की सीमा तीनो अज क्रम से 
कपना कर सूची खण्ड के पृष्टफल के योग से अभीष्र पृष्ठफल जानलो ॥ _ 

१५ दो समानान्तर घयातखां के काटने से एक गोट खण्ड पेसा उत्पन्न 
हुआ कि उसके मुखपरिधि का उखासाद्धः (अ) आधार परिधि का व्यासाद्धं (क) 
ओर गोखण्ड की ऊँचाई (उ) टीक उहरी तो उस गोखखण्ड का समग्र पृष्ठफख 


क्या टोगा।. | 4 ॑ 
‹ ् 
उ9 | ग्ड अ+ 1 का | +क+अ ] 
1 ४ 
, १८ ¦ | 
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२५८ ` चखरारिक्रखन । 


र्दा र=अ(क+य) . यदह वक्रय अक्के चायो ओर घृमकरर जो घन- 
क्षेत्र बनाता है उसका ध्रनफार सिद्ध करो कि 
ण्ड त्र ३ | (~ ५ 
न्रे रः +स्थि यह होगा 
१७ य अक्ष के चाये ओर घृसकर यदि र'(य--अ क) = अश्य(य-- गक) 


यह वक्र घनक्े् वनावे तो सिद्ध कसे क्रि 





चर घर = ग्ड 1 0 कः(अ-ग)(य~-यः) + अकः( श गाका 
. यश्-अक 
१८ा य अक्ष केोचारो ओर घुम्नकर यदि र = र) यह अश घन- 


क्षे वनावे तो ° आर दे, य के मान में क्या घनफङ डहोगः। 


© 





(१.५.१६ खा २२) 


१९। हिरः स्थानगत स्पशे रेखा के चारो ओर घृमकर चक्राखद्‌ जो घनक्षेत् 
वनाता है उसका कया घ्नफड होगा ` उ०. अः 
२० यदि आधार के चाये ओर चक्राख्द्‌ घृमे तो. च्या घनफछ होगा । ` 
| उ० ५र्अः 
२ 


र पने असीमपश् के चाये भ एमन सजा घनक्न् 
य्‌ 


र = यद वक्र वनाता है उसका घनफख क्याहोगा।  उ० स्प्अः 


अ~य 
^ क क क भ ४.५ 
२२ अपने असीमपथ के चारो ओर घूमने से जो घनक्षेच 


< ‰ - 
४, (२ अ-य) 


यद वक्र बनाता है उखका घनफट क्या होगा । 
 उ० ४ग्अः। 
२३। लिस.वक्र का (र-क)* = १६अ य यह समीकरण है वह र अकच के 
चासो ओर घूमकर जो घनक्षेत्र वनातादहे उसमेंचारो ओरसेधिरा इुभाजो 
णक 
२३१ 
२४। जस गोटखखण्ड म मुखव्यासाद्धं ( र, ) आधार उ्यासाद्धं ( रः ) 


वे +२ (रः + य्‌ 


२। ` जिस वक्र का रः = २ मय + नयः यह ॒ समीकरण है वह॒ यदि य अश्च 
के चारो ओर धमकर घनक्षेत्र वनावे तो सिद्ध करो कि 


भाग डे उस क्रा घनफट क्या होगा । 





ऊंचाई (व) उसका धघनफर क्या होगा । उ० 
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अभ्यास के लिये प्रश्च। 


घर घ = पव { स+ स-3 (ययः | 


२५ पक समसखूची ( जिस का दिरःकोण ६०० हे ) के भीतर एक गोट हे 
जो कि सूची के आश्वार ओर प्रए्रसूत्रा को स्परां करता दे। यदि गोर काव्या. 
साद्ध (्नि)दोतो गोट ओर सूची से वने घनेन का क्या घनफट होगा । 


१२ 


¶्चिः 
द 
२द] य अक्ष के चायो ओर घृमने से जो घनक्षेत्र श्रु" = अय रः) यड 
र / 


चक्र बनाता दै उस क्रा च्या च्ननपफढ दोगा ! 


२७ जिस वक्र मे श्रु" = अध्यः+कर ह वह य अक्ष के चारो ओर घूमकर 
जो घनश्च च नाता है उस का घरनफट निकाल । . 
इस मे अ 7क्‌ समश्च । 


धृट च (३ 








[र # 








न श्प अ कः 
उ० ‰५(२अ~+देक)अ ~+ का र खा ---+^~------ ५ 


२८। 





२७ वे प्रच्नमे यदिअ-कतो घनक्षेत्र काक्या फट दोगा। 
३ 
= य 
| य 


२९। २७ वें प्रदन.का चक्र यदि र अक्के चारो ओर घूमेतो घनक्षे्रका 
क्या घनफर दोगा । 


४: 


< ल्या \/^ अ--क 
(सक २५८ (अ अ 


) 
(> रः , ल 
२० जिस के पृष्ठ का ठ + द + जग = १ यद समीकरण दै उसका 
सम्बूणे घनफल च्या होगा । ० ८7अकुग 


२९ जिसके प्रष्ठ का---+ क्र = २ ख यह समीकरण है उसे यदि यर 





धरातख के समानान्तर धरातल (जिसम ख = ग) से कारतो कटे खण्ड क्षक््या 


घननप्ठट दोगा 1 उ० ` म्अकशगं 


| न र्‌ 
३२ जिस के पष्ट का ष + -कः = -त - -सर- यद समीकरण द उसे 
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२६० चखरादिकटन 1 `. 


यदि यर धरातक. के समानान्तर धरातल (जिसमं ख = च) से कारें तो कटे 
खण्ड का क्या घनफर होगा । 
ध चः चर 
स 1 -ग ` इगर | 


य च ल ध ^ = 
३२। जिसके प्ृष्ठका (उ) क (च) < + (--) = १ यह समीकरण दे 


ग्‌ 


क ( 


उसका प्रथम पद मे जो खण्ड ह उसका क्या घनफक होगा । उ० 


=, 


त $ क य ड र्‌ न त्य छ न न = 
2९। जिस के पृष्ट का (~) + (>) + (ज) = १ यद समीकरण हें 


४अकग 
२५ 





उसका सम्पूण घ्रनक कया दोगा 1 ० 


३५ जिप्तके पठ. का (यः+ रः + कः): = २अअध्यरख यह समीकरण टे 


> ९ अर 
उसका सम्पण घ्रनफट क्या होगा । ड० ` भः 


4 
( 


(१८२ क्रम देखो ओरश्रुका पर्माधिक् सान समीकरण को अक्लीय 





समीकरण मं वद्र 33 ~ यह जान टो) 
न्ट 


३६] जिस त्रिभुज के तीनो सुजक्रमसरे,क,ग दं वह यदि ग जके 
शासो ओर घुमकर पक घनक्षे्र वनावे तो उसका क्या घ्रनफरू दोगा । 


श अका क २ स(स-अ)(स-क)(स-ग 
यदि ख = न , स(स-अ)(स-क)(स-ग) 


ता च्रचफट = नश स 


च त [4 


२७ जिसके प्रष्ठ करा ` खन = अयः+करः यह समीकरण हे. उसे यदि 
यर धरातट के समानान्तर धरातख से कारं (जिस धरातरूमेंट =) तो कटे 
खण्ड का कया घनफर होगा । = 

| (न + १)\८ अकर 

३८ जिस चत्त का व्याखाद्धः अ है उस में एक पू्णज्या केन्द्र से ग दूरी 

परदे इस के ऊपर का चाप इस पूर्णज्याके चारोओर घुमकर यदि घनक्षेत्र 

बनावे तो उसका क्या घनफट होगा। चाप को समस्रो कि परिधि के आधे से 
छोटा हे ओर कोज्या । पः=कोणका चापीयमान। 


॑ अर + गर» 
ॐ० अभीष्ट घनफट = २०८ अ ॥ + -- गपः | 
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पी 


त = 


क ॥ 1 ष नङ क्क ह  । ~> ~ = [व ~ = 


हिः 





अभ्ग्रास के टये प्रश्च। | २६१ 


३९ य अक्ष पर जो पृणेञ्या (ग) म्ब है उसके चारो ओर घूमरकर यदि 
परवटखय का चाप घनक्षे् वनावे तो उसका कया घ्रनफट होगा । 
उ० यदि पूर्णज्या के आधे पर जो ट्म्ब खड़ा हो बद .जाँ ` 
. परवल्य के चाप मं गे उसका मान पृणैज्याद्धं विन्दु से 
<न्कःग 


९ ८५ 
४० एक गोर जिसका अयासाद्धं (अ) हे एक धरातल से जो गोट गभ॑सेद्‌ 
द्री पर ह काटा गया दहे कारनेसे जो गोट मे एक चत्त वना उसे आधार मान 


च 


क मानो तो घ्ननषधट = 


क 


दो समसूची वनाया जिसके वेध क्रम से, अ +द्‌, अ-दृदहैतो दोनो के घ्रनपफलों 
का क्या अन्तर होगा। ड० -2ः(अः-द्‌ः) 
४९। एक परवल्य के य अक्ष पर केन्द्र कल्पना कर पक चत्त वनाया तो 
यदह चत्त परवलय की पक्र शाखा मे दो जगह जां पर लगा उनके कोयियो का 
लम्ब रूपी अन्तर क टरा ओर यदह वृत्तय अक्षकोदो जगह जहो करावे - 
दोनो विन्दु परवलख्य के भीतर है । अव यदि परवलय ओर चत्त दोनो साथी य 
अक्के चारो ओर घरमे तो परवलय ओर चत्त के सम्पातान्तर्गत परवख्य चाप, 
ओर च्रत्तचापर के वदा से एक घनक्षेत्र होगा । वतावो इसके घनफर का क्या मान 
होगा । इ 


द 
४२। जिस गोर का व्यासाद्धे (अ) है उसे गोर गभं से (ग) अन्तर पर जो 


धरातल है उससे कार डाखा । कारनेसेजो गोखाद्ध से अर्प खण्ड है उसका 
क्या घनफर होगा । ० > (अग): (रअ + ग) 

. ४३। परवख्य का र' = 8 अय यह समीकरण हे । य अक्ष में केन्द्र कठ्पना 
कर परवख्य के विन्दुकाभु=-२अ दे उसे स्परौ करते इण एक वृत्तां बनाया 
जिसके केन्द्र का अन्तर परवल्य के शिरःस्थान से (४ अ) दूरी पर सुज की ओर 
दे। यदि परवख्य ओर चरत्ताद्धं दोनो साथही य अक्ष केचारो ओर घूम कर 
घनक्षेत्र वनां तो गोखप्रषठ ओर परलय सम्वन्धी पृष्ट के भीतर का क्या घन- 
फर्‌ होगा । | | ड० -अ 

४४। ` ठघुव्यासाग्र पर जो दीघचरत्त मे स्परा रेखा हे दीधैच्त्त के परिधि का 
चतुर्थादा उसके चारो ओर घूमकर जो घनक्षेत्र बनाता ह उसका. क्या घनफल 


रः २ 
दोगा । । ड .ॐ० ह ( १०-२") 
(जटां रघुव्यासाद्धं = क, चहव्यासाद्धं = अ) १. 
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२६२ चटरारिक्रखन । । 
४५ पक गोरे के नीचे ऊपर छेद कर उसके भीतर एक चोगे का रख 

दिया तो यह चोगा उसको भीतर चोचक वै गया यदि चोगे की ऊचाई (ग) दये 

तो सोरे के पृष्ट ओर गोर के प्रष्ठ के भीतर जो घनक्षे् होगा उसका च्या घन- 





गः 
ह 


९९ 


फर दोगा । उु० 


७६। किसी घनक्षे्न मे प्रष्ठ केप विन्दु का सूर विन्दु से अन्तरश्ुडो 
प विन्दुगत स्पर्शधसतर पर सूखविन्दु से ष्व = श्युक्तोज्याप आर पृषटफख की 


# 


तात्काल्िक्छी गति = ताप्र ठे सिद्ध कणे च्छि 
घ = ‡ | दको्यापतापर 


४७ जख सल्लीके खण्डमें ल परिधि क्रा व्याखाद्धं (जि अस्थार 
परिधि का व्यास्ताद्धं (चिर) ओर ऊचादे धि) हे उखं कग घनफख ऋथादटोगा 1 =` 





४८। संमख्वियो चा प्ृषठसधञ्च (ग) स्थिर हे । जिका खव से अधिक घन- 
फर डे उसके शिर्कोण का कया प्रमाण रोगा । 


४९। एक संमत पस्तकपरिधिरूप राङ्क के-एक प्ृष्टसू को अश्च मान एक 
समस्तूच्याकार राद्ध दनाया। यदि दोनो राङ्क का आधार (अ) आर वेध (अ >८उ) 
दो तो पदे दाङ्कसेसखूनीकेजो दो खण्ड दोगे उनके पृष्टफक ओर नफ कया 


लगे । ड० रमसे खण्डांके 


५०१८ (१ + इ 2--२८ (२ + २द ) अः, २८ \/ (९ + इ 2 + २,८.८२ + २६) 
द 


एफ; ट्‌ 


शोनक = ९3 इअः ब स 





ज 
दअ); 


र = 
दं है उसे उन 


५०। जिसके प्रष्ठ का ठखः+ -ग = ० यह समीकरण 


दो धरातलों से जिनमेय-०य= अदे काटातोदो धरातलो के अन्तर्गत | 





खण्ड काक्या घरनफट दोगा । उड० 
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अभ्यास के सिये परश्च । २६२ 


५१९ य +र =गल, य+ रः= अय, ओर क = ° इन तीनो पृष्ठो के अन्त्म॑त 








घनक्षत्र का क्या घनफङर दोगा । ड० क 
(१७८वां प्रक्रम देखो) 
५२ जिस पृष्टका छर र + ख = १ यदह समीकरण है उसका 
सम्पण घ्रनप्तखे इ योगा [द | ्‌ ह 2” अकण 


चर 
(९८५बों धक्रम देखो) 

५३] षक पुजारी ने खाङ्कर जी के सामने जरती धूएवत्ती खोसखने के चये 
मद्धी च्छी पकः खमद्दूची चना रक्खी थी । एक दिन प्क धनी राक्र जी के दशन 
को लिये आप्या ओर चरती वेर उस समलूची के दिरे से आधार ठक एक सूत 
से नापर का कि देखो यह २० अङ्कुल का सूत इआ इसे मे याद्‌ रखने के चयि 
जेव मे रख केतः दँ ठु इस ्यूची को सूव खोखली कर क्रिस दिन मेरी कोठी 
मे आवोतो्भं उदेखोनेसखे जर दूंगा प्रातःकाल पुजारी ने एक ज्योतिषी से 
आकर निवेदन फियाः फि महाराज आव एक मद्टी की खोखखी -खमसूी एेली 
वना दीजिये जिसके रिरे से आधार तक सवेन दरा अङ्कुर रदे ओर भीतर सोना 
भरने के चयि जगह मी सदूध खुटखसा रे । ज्योतिषी ने गणित दारा उसके 
आधार परिधि का सान निकार घुजासी क्तो वतः दिया कि इसी परिधि पर दशा 
अङ्कु पृष्ठ स्यु सी कोद्ार के उारयासमसूची को वनाखो । चतावो ज्योतिषी . 
ने आघार परिधि काक्या मान वतखायाथाः। उ० यदि व्यास्तपरिधि का 
सम्बन्ध ङ हो तो आधार परिधि = ६\/८ २ &< = ५१.२९ ` 


4 





मान्याय 1 ` 
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२६७ चरुराशिकटन । .. 


अथ नवकवयस्याय। 


सान्तचदलखान थन | 


क (~ 


१८६। जिस तात्कालिक सम्बन्ध का साधारण रीति से अनन्त चरका 
ज्ञान हो जाता हे उस म दोनो सीमां का उत्थापन देने से उस के सान्तचल का 
भी ज्ञान हो जाता हे । इस टये सान्तचल का मूक अनन्तचल ही उहरा तथापि 
बहुत से स्थानो मे अनन्तचल का रूप विना वनाये खाघव से सान्तचर का मान 
आ जाता हे जेसा कि ५७ ध्रक्रम में कुछ उदाहरण दिखा आये है ओर वहत से 
स्थानों मे जटां अनन्तचट का मान ठीक टीक नदीं जान सकते वहाँ भी इस 


सान्तचङ्‌ के नियम से अनेक चमत्कृत सिद्धान्त उत्पन्न होते टै इस लिये इस 
अध्याय में कुछ सान्तचदानयन क प्रकार छिखे जाते हे । 

आज तक जितने सान्तचखों का ज्ञान हुआ है 12. 31९1९15 0 परथ्ठा 
ने सव को एकडा कर के सान्तचटसारणी 12191९5 त 11<&121९5. [2८३ 
के नाभस छपवा दियादहे। जिनकोदच्छा दो उसे देखं हम यहां पर कछ 
रीतियो को दिखखाते है । 


१८७] १ ज्या मय ज्यानय ताय इस का मान जानना चाहते है । जर्हाँ 


म, न अभिन्न धनात्मक संख्या है ओर म 7 न। 


यद्य ज्यामय ज्यानय = कोज्या (म~न) य~ कोज्या (म +न). य 





२९ 
9 ( 2. _ अ्या(भ--नोय ज्या (मनोय | 
5 व्यि || ज्यामय ज्यानय - २ (म- न). २ (म ~ न) 
ए [ड 
ओर || ज्यामय ज्यानय ताय = ° 


ए 


(१) 


इसी पकार | कोञ्यामय कोञ्यानय ताय = ° 


यदि म = न ओर अभिन्न धनात्मक तो 


न्व {इ 
[ज्य मय ज्यानय ताय = [ज्याय ताय = ॥ (वा १) ताय. 
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क = = ० = य 
द ष णाः 


[ययु 


सान्तच्खानयन । २६५ 


य॒ ज्यारनय 
ह दः ~~ ------- | 


न 


त्र प 
ॐ; | ज्यानय = ‡ , इसी तर कोज्या नय = ‡ । 


[1१ । + 
१८८ । ॥ < ज्याम्य कोञ्याय ताय इस क्रा मान जानना हे | जहां म्र ओर 


न अभिन्न धनात्मकः संख्या है । ` 
यहां ३५ वे पक्रम-सें 


क १ क्रो ~ अहन -? --तह्म + 
 [ज्याम्य कोर्यानय ताय = _ कोज्या-ध्य ज्या+ध्य _ 
म~+न 


+ न~ | ज्याग्य कोञ्यान-ध्य ताय 





चा  [ज्या्य कोञ्यानय ताय = | ज्याय कोञ्या य ताय 


___ ज्या ध्य कोज्या+ध्य 
म~+न 
इस लिये दोनो पर से 


~ ११) ; 
1 २ याम्य कोञ्या्य ताय = स्त उ्याम्य कोञ्यान-्य ताय 


व व = 
| | २ ज्याग्य कोलज्याय ताय ध | र ज्याय कोज्याय ताय । 


इस ल्य म ओर नमसे कोई विष्मदो तो सहज मे सान्तचर विदित दोगा 
मके स्थानमेरम+१ का उत्थापन देनेसे 

ग 7 

६ उयाम+व्य कोञ्यान अ रम्‌ र उयाम-भ्य कोज्यान 
1 ञ्या'म+य कोज्यानय ताय = सनन 1 उ्याम- भ्य कोज्या य ताय 

इस लिये वार वार क्रिया करने से 

प्र 
| ज्याःम+ ध्य कोज्यानय-ताय 


२म(रम-२)(२म-४)...२ व | = 8 
(नन रद्मन नए +र/ वाव ` कज्याय ताय 


१९ 
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२६द चखरारिकटन । 


परन्तु । ज्या य कोज्या यताय 





कोञ्यानभ्य्य ग न र 
--. न चे ~ कोर 
= ~ ----- . .. ज्या उ ष 
न | ज्याय याय ताय न्क 
इस टये 
क म २.४.६...२ म £ 
| - ज्या `य कोञ्याःय ताय = (न १) (न+ ३)....(रम~+न +) ` ` ` ` ` (२) 


इसी प्रसार न यदि विप्मदोतोेनके स्थानम रन ~+ का उत्थापनदेनेसे 


त्रो 
- (४ ज्याप्य कोञ्यान+ष्य ताय = वर | ` ज्या य कोञ्या- "य ताय 
= २न(रन--र) | उ्याम्य कोज्या य ताय 
(म~-रन- २) सम रन-१) ~ म~+३) ् 
24: 
(म-+- १) (म ३)....(म~+२न + १) | (३) 
इसी तर 
अ ॐ क 2 (4 =~१ < २ = ८. र 
1 = ज्याः्य कोस्य्रयताय = र न [२ ञ्याग्य कोञ्यान-य ताय 


१.३.५. * ° ° * * (रन?) = 
(रम +२) (रम~+४) (रम रन) ज्या य ताय 














७) 
वहत सान्तचटो का रूप ऊपर के आक्रार में खा सक्ते दो । 
जैसे यदि य = स्प 


~ (००2 ता न- त शन-+ 
ता द जर्ने कोञ्या-प ताप | < ज्याप ताप 
2) 5 ्‌ 


(७१) प्रक्रम के (४) समीकरण से) 


२.५ २न-३) ०. ० ज्य 
२.४.६६ < ) र ( च भक्रम क ( १५५) उदाहरण से) 





ष्सी तरह य = अ ज्याप मानने से 
अन अः 1 "र 4 
§ | | ~ 


© 
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ह 
९ 





सान्तचखानयन । २६७ 
ओर य = अ(१-कोञ्याच) मानने से . 


= - २९ (२ मः 
[*(रमय--य) र ताय = अम+' | ज्याय ताप इत्यादि 1 
6 ५ | 


१८९] ( २१८) ताय इस का मान जानना है जाँ जानते है कि फा(य) में 


~ ०0 फ। (य) 


जोसवसेवडायका मानरनद्ोतो (फोयमेयकासवसे वडा घात न-२ 
क्रे समान वा रन-र्सेकेटा दे ओर पफा(य)=०्दसमे य का मान कोद 
सम्भाष्य संख्या नदीं. दै इसलिये यां स्पष्टो जायगा किय के सम्भाव्य | 


( 


मानम फ़[(य) 


यह अनन्त के तुद्य नदी दोगा । 


9 


मानो कि फा(य) =° इस मं एक जोडा असम्भाव्य मान 


क \य्‌ 
अ! + क१९८ -- २, अ-क१\८-१ ये हं ओर १७बवं प्रक्रम से स रस का रूप 





(के) 


खण्डभिन्नौ मे ठे आवें तो इन दोनो मानो के वरा से एक खण्ड- 


भिन्त = ६ का९५/ --१ , दुखरा = आर का\/ र. हे 
य--अ९+क'\८-- ` य-अर-कः\८- 


म 








रेन (य-अः) + रकारकः 


इस प्रकास्सेदोदो खण्ड भिन्नौका योग करने से 


इस लिये दोनो का योग = 


फ(य) _ _रथाः(य-अर) + रकाएक!_ + रआ- (य--अ>) + रका-क> _ स्कारः 
फा(य) (य-अश) + (य--अर) + कर 


र्आआन (य--अन) + रकानकन 
4 + जम 9 = 9 = @ = 9 र 
4 त्व--अन) नक्ते ` (९) 

( जहाँ ओर दो दो असम्भाघ्य मानो के वरा से आर, अर, इत्यादि सिद्ध इष ह ) 


(१) मे समच्छेद करनेसे स्पष्ट है कि दहने पश्चमे यनः का गुणक 
२(आ, + आ+ आ९ + -“* + आन) यह दोगा परन्तु वायं पश्च मं अथोत्‌ फ(य) मं 
यस्न-? का गुणक ० है क्योकि मान चियादहेकिफ(य) म सवसरेवङ्ा यका 
घात रन-२ के समान वा रन-र्से खोखा दे इस चयि. सरूप. समीकरण कीं 
विधि से आ! + आ+ आ. + -“* + आन्‌ = ° । 
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२६८ चखरारिकखन । 
(१) मे पक खण्ड का चङ साधारण रीति से 


प्आशय-अश्ेताय रकएर्कम्ताय ` { १ } 
(्य-अशः+ कः (्-मतरमकट्‌ = भा्टा 1 (य-अपे +कः 


+ रक | = 
न ( व्क? ) 


~ [ ०० रकाःकर्ताय 





दसत दिये -- गकार 
य-अ२) + क । 
०० रआआ?(य--अ,)ताय - > ~= ८ --ः 
स मं मान खो क = ---; - ० = -~ 
/ (यअ) +कः | इर्य ` दर्प 


कक 


जरो. ए = ०, अव आर्छाः{ (य-अशेः+कः} इसमे य के स्यान में 


71 ~= ~ 


= का उत्थापन द्‌ कर अन्तर करने से 
दय 





द» 
०० रआर(य--अः) ताथ 
(य--अ१) क + 





= आ] टा { (= -अधे~-कः } 


र्‌ 
द्र्ण 











भ॑ 


आ, [टा { (न कप } 
१ 


~ { (१ + इ अशप) + इः कःप } ] 
इः (१-दइश्अ.ःप) + इरकःप 1 
= आलय ५ १०९ 4 र; [ > 
५.१ (१ + इर्अश्य) + इकः ह इः 


= आटा क एका मान शल्य मानने से। 
१ 


इस प्रकार से (९) मं एक खण्डमिन्न सम्बन्धि ० ,-०= सीमाओं के भीतर 
का मान = रखा -> + रका?” यदह सिद्ध हभ । 


दसी तरह (१) के सव खण्डमिन्नं के = ००,-- ०० सीमाओं के भीतर सान्त- 
चों का मानलेआ कर योग करदेनेसे 


॥ ० फ{य) ताय = २ (आ, + आ + “+ आन) ट [-5 | 


फा(य) 
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सान्तचदटखानयन | २६९ 


+ २८( का + कार + -- + कान ) 
= २८ का९+कार+-"“+कात * * * * (२) 
१९० उपर के प्रक्रम संवंधि एक उदादरण अच्यन्त चत्त दिखाते है । - 


०० य'गताय 
मानो कि | त्न इसका मान जाननाटदे जदांन आर म चन अभिन्न 


न्न्य) 
संख्या हे ओर न7म य्दा मानो किं यनः+१=० इस में पक मानय हेतो 
१. ० ~. आ सङ अम ५ 
२५वं प्रक्र से भा,-का+९.८- १ = -- --- ओर चटनकटखन के २१७बं परक्रम 


छौ 





# ) 


से अ, कोज्या उक्‌ 7 + ९८ - ६ ज्या 3क+१ 7८ इस चाट का दोगा जिख.मे क को 
धन संख्या न से छोरी दे । 
इस स्ये अम +? = (कोज्या + = + ९८- र ज्या भव+ 7) पम + 
= कोज्या- (रम + ९) + ८ - र ज्या श्यः (रम + १) 
= कोज्या (रक + १) प + \८ - १ ज्या(रक + ९), यदि ^+? = ष 
इस लिये असम्भाभ्य ओर सम्भाव्य को समान करनेसे 
आ, का,\८-र = कोज्या(र्क+शर्फ्य _ \८-रज्या(रक~+रष 


नं त= समं 
< गक २ = ~ ` @ क 
कर र ज्या(रक + श्प, क कछ स्थान मं ० ९. ~ श्‌ क्म 


रनं 
उत्थापन देकर योग करने से 
का!+का-ः---+कान | 
= टत { ज्याप + ज्यारेष + ज्या - * ˆ+ ज्या(रन-र)षप } 
इस मे यदि स = ज्याष+ज्या उय +. . .+ज्या (रन-र)प 
तो २ स ज्याप्र = रज्या ~+ रज्यापज्यारेष + -.* + रज्यापञ्या (रन-र)ष 
= १--कोञ्यारप + कोज्यारष-कोञ्याऽप + -.^ 
+ कोञ्या (रन--२) प-कोञ्यारनपष 
= १-कोज्यारनष = रज्यानप = रञ्याः (रम + १) 


इसका उत्थापन ऊपर के मानम देने से 


|| ०० य्ताय._ 3 > 7 ¶ 


हू यपन = रन ज्य षण = ज्या र ४ 
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२७० ` चरखरादिकटन । 
= 1 ध्न ताय(चतुथोध्यायके (१) अभ्यासे प्रदन से) 
इस चि | ^ = । व १. 
+य र्न च्या-!रग 
0) यत्म ९ ५, = वर 
१९९। ॥ ह सल ताय इस का मान जानना हे जर्टा न 7 म ओर दोनो 
धनात्मक अभिन्न संख्या हें । 


इस के जानने के लिये परे दिखाते द कि 
० ताय 














= = © 
१-य 
७ ०० ताय १ ` ताय ०० ताम्र ट ० ३ 
क्योकि { = ४ + | श प्रक्रम के (१)समीक्ररण 
कि | हय श्ये २ ्‌ (?)समीकरण से) 
© 
(= ~ “०2 ताय १ तार १ तार १ ताय 
परन्त यदि तं = = -| | 
ठ र १-य ९- र नर 
र © 


(४१ पक्रम के (३) समीकरण की कट्पना से) 
` इसका उत्थापन देने से 1 | 
४ ताथ _ (१ ताय , (>. ताय _ (१ तायः _ (१. ताय _ 
| र - का ~~~ ---- == © 


यः . शयः ~ श्यः ./ श्यः. 
१ © © 
यह सिद्ध हआ । 


च 0 र्म मे = न 99 अ 
च दल म स्प है कि १--यतन = दस मे दो सम्मावय 
५ | 


मानय के आवंगे एक + १ दूसरा --१ इस लिये खण्डभिन्नो मे + १,--१ इन 


अव 


क 


दोना मान केवरासेजो दो भिन्न होगे उन का योग [ = एः चष दोगा । 
इस लिये ऊपर की युक्ति से 


१ 00 ताय = 9 छे क 
1 = ० । वाक्र खण्डभिन्ना म न-१ जोड़ असम्भाच्य मान 


हागे इस लिये 


०० यताय ) 
द ष्नः = २ (काः + काः + ` * + कान-+! 
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= = न 
योक = क 


| 





सान्तचखानयन । ६ 

यहा भां उपर ही की युक्ति से 

का१+कार+ "+ कान = र [ ज्यारय+ज्या छप" + ज्या २( न~व) 
जहां पटे के एेखा ष = (२म्‌+१) 


यहां पर भी सरटत्रिकोणमिति की युक्ति से सव जीवा्ओं के योग 
कामान ~ _ कोज्याप--कोल्या(रन-र)ष 





~ क्र ~ { रेम+१ ) ग 
रज्यत स्प -रच्- 
(~ ०० यन्ताय _ > = 
त्न क्र २म-१ तट 


सस ओर ऊपर के पक्रमये यदि य्न 





1 नताय [> ख~ (तार _ ह) 
८ १+-य १ ज्या | ४ 

"~ रप अ~ & ध व (१) 
ओर | ताय (| < -च्ड = ¶८कोस्प अप | = 


यहम, ओरनके वश से सिद्ध कर सकतेदो कि अ सवेदा धनात्मक ओर 
१ से आस्पदे) 


१९२। ऊपर केदो पक्रमोमेजोदो सान्तचर आये है उनके वट से अनेक 
रूपान्तर वना सकते हयो । जेसे उपर के पक्रम के (१) समीक्षरणमे यदि 
ह=ख्मतो | 

| ताद 


प 69 
ल्या | स्व अन्कास्प अप 
७. १+हअ 

















© १-ह ॐ 
इन मे त = -> सानने से 
^> _ ताह "77 ०० ताह (र (3 
ह य च्ास्प 9 9 
१५+ह तज्यात्त १- तत ९) 
६ | 
५9/ क क ~. ( 
जहां त घन ओर १ सरं आधिक दे। 
^ न न न | 
ओर ००य य ताय ~, (4 य_ ताय ०य य ताय 4 
य ८ +य १९+य 
(~< ~ (ˆ० यनताय ७ टखछ ता ९ य- नताय 
परन्त यदिय= >2त { = | 3 ~ 
त < य ८-, १२ २+य 
श श 
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२.७२ चटरादिकटन । 











०० यन ताय १ यनया न 
| +य ` धा (२) 
© 
च के की च 
ओर १९० पक्रम के सान्तचट में यदि न=, ओर २म=-न८१९ मान 
~ ०2 यतताय ¶ए 
तो 1 
./ ` +य -२ कोज्या ज ८ 
(३) से (२) का मान 
१ त ्यन~+य न १ ययन 
= त = च या | य यता 
२ कोज्या °. यव 
© 
इसी तरह 
९ स्प-नण = (० यन्ताय _ (१ यः--य न . ताय 
स र ~ र्व यन्य 4 


@ 
सर्वत्र समन्रोकिन ८ श्हे 
५ 99 9 क ~~~ ६ ज 
, ॐ) ओर (“वे मयदिय=इ- "ल ओरअ=नणप्तो 








~ भा च ट रे न (- 
ल (९ -- ण्ठ द] २ | ड्‌ बृ ठ इ > ल त || । ९ ड | # . = ( ८ ) 
न # } 
© 


इस तरह से सेकड़ां रूपान्तर कर सकते दो । 

१९३। इस सान्तचटानय्रन की विधि से फर मे चाष्ट जिस वर्णं को स्वतन् 
मान उसके वदा से चा जौन सा तात्कालिक सम्बन्ध जान सकते है । 

(3 क क क 

जके | ‡फ(य)वाय इस का तात्कालिक सम्ब्रन्ध क को स्वतन्त्र मान उस 


के वडा से निक्राखना हे जरो यद जानते दकि फ(य) में क नहीं दै ओर क ओर 


अ यहां यदि  [[फ(योताय फा(य) + स्थि, 


तो | फ(य)ताय = फा(क)-फा (अ) दोनो परस्पर स्वतन्त्र हं | 


(~ तमस ताफा(क > 
इस लिये ---- = --- { फा(क-फा अ) } 1 ~ = फ़(क) यह वङ्‌ ढाश्रव 


ताक तकि 
से सिद्धे जाता द्तके लिये यूरप के छोगो की कल्पना जो टाड्‌ इण्टर 
इत्यादिको ने खिखी है सो दिखाते हँ । 
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शद ` 


सान्तचदखानयन । २.५३ 


= क 
कट्पना करो किं सं = | फ(य)ताय 


< 


आओं९ जव वदरं के क + ^+क हुआ. तव स का मान स+ ८^स हआ । 


इस लिये स + ^स = | प ^~ क्फः(य) ताय 
अ 
इस लिये ^+स = | ४ ^फ()ताय-- | » फ(य) ताय 


श 
= [११ ^* फ(य)ताय (४१) धक्रम के (द) (समीकरण से) 
परन्तु ७० ल से 
[* 1 ^~ +फ(य)ताय = क फः(क + प^.क) 
॥ जहां प कोड १ से अस्प भिन्नाङ्क े। 


इस तरह से ८2५ = फ(क + प/«क), ^ क का, मान द्य मानने से 





२ कं 
व (९) 
०, न (न- ) % ष 1111171117171., 9 १ 
ची (क) | 


इसी तरह अ को स्वतन्त्र मानने सेयदि फ(य)मंअ न हो ओर अ,क 
०७ तसि 
परस्पर स्वतन्त्र टां तो ~~ = - फ(अ) 


(१ तास 4 (न-१ ॥ < [श ११११११११ ११११११77; ६ 
ओर ताञ्च = (अ) (२) 


न > न क तास 
१९७ । स = #. (य,ग)ताय यदा पर ग को स्वतच्र मानने से ततं का मान 
= छ ९ ~< ल ० स 
जानना दे जददां अ ओर क दोनों ग कं अपेक्षा स्वतन््र दे । 


यद्दां स = ॥ फ(यःग) ताय 
ञभ 
लिये कं 
रा 
"क ह छ 
ओर ^स = | फ(य,ग + ग) ताय-- | "क(य, ग)ताय 
ॐ ङ । 


०० ० 
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२२.७७ चखरारिकलन । 


= | भः { फ(यःग + ^ग)-फ(य;ग) ; ताय 


4 
(~ ८ स कं [ फ(य.ग + ^ ग) -फ(य,ग) 
इय तं / 1 लर \ताय 


© 


^ग को दन्य मानने से तात्कालिक सस्वस्ध के ध्म से 


तास | क ताफ(य, ग) 
ताग, ताग 


इसमें इतना समञ्च खो करिअ, वाक दोनो में दे अनन्त कृ तुस्य नहीं हें 
क्योकि चखनकटन की युक्ति से 


फ(य.ग + ८^ग)--फ(य.ग) ताफ(याग)  _ = ~ 
र ग==- == ~सतन + ३१ पसा दह्‌ागा) 


जहां ८^ग को दन्य मानने से ३१ मी दन्य हो जायगा । 


~= ~~~ ८५ स कं ताफ(य, ग) क 
रस ट्य सं = | तर ताय ~+ | २१ तपय 


अ 1 
६ 


अव यहां प्रत्यश्च देख पडता किंग को ल्य माननेसे यदिक, ओर थ 


अनर न क्र ४ भ 
नन्तनदह्ातो 1 इ१ ताय यह श्ूल्य कं तदस्य हो जायगा । 


1 
अव जव तास क ताफ़ (यः ग) ताय 
ताग ताग ] 
^ (६) 
च तास क्र ताप (य ग) ; =» &@5 899 ® ह. 
लालन तामं लागि | 


अ 
कस्पनां करो क्रि (१) में. फ(य,ग) ताय फा(य, ग) 


ओर ताफा(य,ग) _ .- 
ओर | तल ताय = फि (य, ग) 


~, तास_ ताफा (क, ग) ताफा(अ,ग) ~: 
तो तरलः ववत = फि (क, ग)-फि(अ,ग) (२) . 


इसमे मानो किफ (यग) मे क नहीं ओर अ, क से स्वतन्त्रहेतो 


ताफा (क, ग) ताका(अ,ग) ता फा(क,ग) , 
(२) से --तल--+फि(कःग) तरता = स्थि 
। = फि (क, ग)... ...(2) 
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चै 
र ९, । ।  -+- 0 क 0 4 (9. को ११... ऋक. + 9 -@ _ = 


क ण्व, कोच 


किसी संख्या के वरा से किसी सान्तचद का तात्कालिक सम्बन्धानयन । २७५ 
ताग 
अव (३) मे चाद क के स्थानमजो उत्यापन दो समीकरण टीक ही रटेगा 
मानलखोकिककेस्थानमंयकोरख दियातों 
| ताषा(य, ग) 
ताग 
(४) मे यदि स्थिराङ्गको छोड़ दें ओर फा(य, ग) ओर फि (य,ग) के स्थान 
म इनका पददा मान स्खदतो 


नन्‌ 9 (यः ग ) ताय [णिः (९६) 


ताग 


जहां फि (अ, ग)- = स्थि = क मं स्वतन्त्र स्थिराङ्ग । 


+ स्थि = फि (य, ग)... ..-......(9) 


(५वं से एक के चटज्ञान से दूसरे का चलज्ञान खज मे हो सकता हे जैसे 


४ भ 4 < = ताय २.५ 
यदि फ (य, ग) = रप ज्यतो फः (य, ग) ताय = स्दनप्कः = जस्य = गय 
~ _ तापा (य,ग) २गय 1 ता/ १ ~र 
आर ~~ = वका - प गय 
तारा (द्‌ + गव्य ताम./ » (य, ग) ताय = € ग॑ स्प 'गय ) 
0 ~ य्‌ 
ग॒ ताग (स्प गय गशर्+गय 
इस लिये (धवे से 
य ताफ (य, ग) २२गय'ताय 
ग ----- ~ ----~__-~ == == ॥ रा 
लन [फ (य, ग) ताय = च ठ +गय ५ तान ` -तप्व (१+गय) 
~. ताय 
देखो यहां [फ (य, ग) ताय | पनतः इसके ज्ञान से तात्कालिक 


स्वन्ध ड अधिक कना 1 
सम्बन्ध पर से इससे अधि टिनि का | ट्-नत्यर इसका जन 
सहज मे हो गया । 


१९५ । यदि स  [ ऊ (य, ग) ताय इसमे यदि क, ओर अ दोर्नोग के 


~ ~, तास 
फटा ता तामं का मान जानना) 


यहां स्प्ट हे किं तीन चख्रारि के वरा से अथात्‌ अ, क, ग के वरा से 
तात्कालिक सम्बन्ध निकटेगा । इस ख्ये चखनकर्न के पक्रम से ओर 
~ तास _ (क .ताफ(य, ग) तास. ताक , तास ताअ 
म ~ ~ सण | ग॒ ` ताग 7“ तार ताग" ता ताग 
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२२७ चखरारिकटन 1 





क ठाफः (य, ग) ताक ताअ 
--------- गं अ, ग॒ ) ~ 
त्तं ताय~ष(क,ग) कत फ८(ञ,ग) जर 
` ग्‌ 
इसी तरह से 
ग्‌ 
तास क तत्र (य, 1 
तागः , ताग 
ग्‌ 
ता च, ग च्छ त ग 
+-फ(क, ग) ताक फः (क, ग) ( ता फ (क्छ, ग) ताक 
ग ताक ताग ताग ताग 
फा. ग य 
श्प (अन) ताअ तफ (आ, ग) { ताथ „ ताफ(अ,ग) ताअ 
ताग ताग ताग तांग 
तास 
दस्र तरह इइ्सका ओर इससे अधिक का भी मान जानं सक्रते हो । 


ताग 
सका मान दिलाया हे उसे क्षे की रीति 





१९६1 १९५ प्रक्रममंजो 


सेभीदिखा सकते दटो। 


| 





ध म म न. नं यं 
मान खो किं आपव वक्र का समीकरण र= फ(य,ग) ओर आपव क 
समीकरण र = फ(य.ग + ^+ग) यह है ओर मानो कि 
अम=अ,अन-कः,ममं= ^+ अ,ननं=^क तो स, पमनवका ओर 
स + /^\स पम॑न॑व का क्षेत्रफल दोगा । इसलिये 
^५स = प॑पःच, वं + वनन व.--पमम॑पः 
इस मे मन का मान यदि परमाद्प अर्थात्‌ ताय के तुद्य हो तो 


1 ॥ न्त 
पपशवाव _ फ(य,ग+ ^ )--पय, ग ) वननव १ _ ८५; 
गं ग ताथ ~ १ न 
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किसी स्थिर संख्या के वदा से किसी सान्तचख का सम्बन्धानयन । २.७७ 








1 
न ~ प ममः च ८५अ ~ 
रं फ(अ,ग) ल । इस पर से८^ग के स्थान में ताग मानने से 
तास _ ताफ(य,ग) ताक ताभ 
"~= ~न ~ मा तल ~ +> त्रा ग > | ग 
ताग तांग च (करग ताग फ(अः ग, ताग 


यही १९५ भक्रम मं सी उत्पन्न हभ धा। 

१९७ ऊपर क प्रक्रमो मे जो सिद्धान्त दिखटाये ह उनकी व्याप्ति के चयि 
कुः उदाहरण दिखाते हं । 

(१) उख वक्र को जानना हे जिसमें चाप, य अक्ल, ओर कोटि सेवने 
का फल जुजकोटिके घात सरे न शगुणितदहो। जटा न कोई स्थिराङ्कद। 
मानो क्रि वक्र का समीकरण र = फ(य) द तो फटखानयन की विधि से 

ग | = 

र फ(य) ताय यह उस खण्डका फर दोगा जो वक्रचाप, य अक्ष, ओर 


५ 
(= 


उस कोरि सरे जिसमे रुग, है वना हे इस चयि प्रश्चके आरापसे 
~~ ग रप(ग ल~ भ 
= || फ़(य) ताय = गग यह स्थिति चदे ग का मानजोद्ो 
© 


सवे रहेगी इसलिये ग के वरा तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से १९३ 


पक्रसम के (१) समीकरण से तानं = फ(ग) फ(ग) क 


इख लये ( न-१ ) फ(ग) = गफ(ग) 


फ़(ग) _ न--र 
फ(ग) ग्‌ 


चखानयन सखे खा फ(ग) = (न-१) खाग + स्थि 
अथोत्‌ फ(ग) = आगन- १ जहां आ कोई स्थिराङ्कः टे । 

ग के स्थानम य को रख देने से अभीष्ट वक्र का समीकरण 

फ(य) = आय - १ यह इ । 

(२) जिस वक्र क! र = फ(य) यह समीकरण हे उसमे यहः जानते दै कि 
ग के सव मानम 

गय { फू(य) } ताय ज 

पि य 


= -~ यह स्थिति हेतो फ(य) का स्वरूप 


[> { फ(य) }२ ताय न 
कैसा होगा । | 


= 
आर 
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२७८ चरखयाशिकटन । 


यहां प्रश्च के असार छेदगम कर देने से 
ग्‌ | > ~ 
॥| य { फ(य) ¦ ताय = | " { फलय) } "ताथ फेसा दोगा | 
© 


ग के वदा से तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


द गम्‌ (-, 1 ( 
ग { फ(य) } ` = = (|  फ(य) + ताय + जं { फ(ग) } ° 
© 


समरोधन से ग(१- =) { फ(ग) ¦ ` = 9 1 फ(य) ¦ ताय 


© 
इस काग कं वदा से फिर तात्कालिक सस्वन्ध निकालने से 
९ ् २ 
(९ - त { फ(ग) } * + २ ग( १) फ(ग) प(ग) = छ.ग) । , फ(ग) 


का भागदे करसमरोधन से (१- चे) फ(ग)+ रग(२- यै) फ(ग)-० 
इस दिये फ(ग) न्न तं च ०9 
स य कत) = रनर जः चलानयन रने से 
खाग + स्थि। 


दखाफ़(ग) = रत्नं क़ 


- इस लिये फ(ग) = आ गं उ-राजहां आ कोद स्थिराङ्क हे । 
२-न्‌ 
इस तरह से फय) = आ य र(न यह सिद्ध हआ । 
ह उदाहरण स्थिति विद्या मं एक चमत्कार कारक दे । 
म॒ फ(य)ताय 


(३) फ(य) का एसा सखरूप जानना हे जिसमें चह्त्यत्‌ यद गसे 


स्वतच् टो जहां जानते हं कि ग से फ(य) स्वतन्न हे । 


यहां मानखो किय =गटतो 
ग॒ फ(य)ताय १ «ग फ(गदट) ताट 
(य) ग फ(गल) ता अव पश्चाचुसारस,गसे 


ह / +/ (ग~-य) (5) 


स्वतन््र हद इस ट्य 
फ (गल) 1 यफध्य 
९. + खग फ(गढ) ग फ(य) + रयफ(य) ताय 


=-= २+/ग < 
व (अ~ ( रग\८^(ग-य) 
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=" 


क क 


किसी सिर संख्या करे वरा से किसी सान्तचट का सस्चबन्धानयन । २७९ 


यह सवग क्रे मान मे जव त = ० हे इस लिये अवद्य ० प्रक्रम के श्रेदी 


दाया सिद्ध कर सक्ते दा कि 


~ । न इ फ(य) २ 
फ(य) + २्य फ(य) = ° नन ल 
स लिये खा कय) = -- सखाय) + स्थि । 


क 
इस लये फ(य) = = जदा आ कोड [स्थराङ्ग 2 । 
+य 
9 क क क क क~ + 
दस चक्र मे नीच स्थान से यदि उस विन्दु तक्र जिसका सुय दे चाप चाहो 
तो गति विया से 
ताचा. ( 


र | = 
= फ( य ) = --- .^. चा = स्आा\८ 


(५९१ वां क्रम देखो ) इस पर से कह सकते हो कि उपर का वक्र चक्रादल 
दोगा | 











अ अद्रव 
-अय १ 
दस ल्थि-- | इ ` ` ताय = ------+ ~ = ०+ ड 5 
८ अद अद्‌ 


दस तरह से सेका पदनोत्तर निकाल सकते छो । 
१९८ । पटखानी का सिद्धान्त ( 1[1९०ाला1 0 त्पास्म ) 


०० फ(अय)- फ(कय) 


इसे सिद्ध करना हे कि ताय = फः (०) छा (~) 


© 


कटपना करो किस | च = १ताड इसमेलकन्अयुतो 
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२८० चटखरारिक टन । 


| णा 


स स 
© 
इस मे यदि अकेस्थानमेककोरखदंतो 
च. फ(कय) -- फ(०) प 
स = [ऋ वच्य ताय न व 1 (२) 
© ॥ 
(१) ओर (२) के अन्तर पर से 
० अ १, क्र च 
1 > _फ(अय)ताय _ > फ(कय)ताय _ पः (रेखा [ज ताय 
य यं जभ्य 
© 0 --- 
ची 
न्च 
~ प(अय)-प्(क् पफ(क्य)ताय अ 
ट (= = त फ(कय)ताय ~ प (°) ला (3) ध (२) 
अ 
च 


यां यदि च = = तो यदि [६ -फषकवगताय _ शा 


3 
०० फ(अय)-फ(कय) "=+ 
| सकय तय = पफ ( ) खा न ) 


ज्ेसे यदि फ (य) = कोज्याय तो | | 
च । 


-- „> | । 
यहां १६ -“-- ताय =-० यदि च = | 
र ~ 3 


य * 
99 क कोड ज्याक्रय -> .- 
क्याक । य  कोञ्याक्रयताय = ग ~~ ‡| य ` ज्याक्रयताय 
(खण्डचखानयन से) 
इस लिये य का अनन्त मान मानने से कोज्याकय, ओर ज्याक्य ता सवदा 


१ से कम रगे परन्तु भाजक ० के तुल्य दोगा ) 


इस छिथ (= फ(अय) --फ(कय) य _ (० कोज्या अ कच्चा य काजवा क कय ताय 
य 
© © 


दि शक ज का +> ० 
> ~~ 


= फ़ (०) लाज) = कोज्या (०) >खा ( ह ) खा (क) 
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सान्तचलानयन । २८१ 
जहां कीं फ़ (°) = ° तहां छरुखानी (एप्पाध) के सिद्धान्त से ठीक मान 
०० स्प-'अय- 
न आवेगा | थ स्थ कथताय यडा फ(०) = ° इस लिये 


(२) समीकरण से 


ह. 


0 -१अ 4 १ ५ @ 9 १ 
स्प-'अय-स्प-कय स्प-“क स 
| =-= | चः ताथ, जां च = ® 





च भे . 
क । ति 


क्कि 


भीतर सव अनन्त मानम 


स्प "कय = स्प-{(=०) = इस दलि 
न्च 


क स्प-र्कयताय _ 5 || ताय _ 7 ज 
॥ व~ 1 वा (कं 
च च 


रये 


= "०० स्प अय - स्प-'कय अ 
इस चयि | = न ण र 
५. 


१९९ यूखर के चर (11111181 [111€९815) 


म~? क + 
[ध्व (१-य) ताय इसे सान्तचक को यूटर का पहला चख कहते हें । 


ओर इसे हम वी (द+म) इस संकेत से प्रकाश करते ह 1 यूरप के रोग ग्रीक 
वणंमालाका दुसरा अक्षर वीटा (8) को ठेकर इसको वीटा फ (23612 
{0116101} कहते है । हमने अपने देश के अनुसार इक्त का नाम वीजफङ 
रखा हे । 


1 ~ इ-ययन-्ताय इस को यूलर का दूसरा चल कहते दहै ओर इसे हम 


गा(न) इस संकेत से प्रकाश करते है । यूरप के छोग भ्रीक वणैमाला का तीसरा 
अक्षर गामा (©) को ठेकर इसे गामा फर (11111128. {01161107} कते ह 
हमने इसका नाम गाद्फर रखा हे । 


इन दोनों को यूलरने निकाला इसी लिये आद्र के छिये उसके नान 
सहित इन्हे वोरते हं । 
२१ 
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२८२ ` चरुयादिकटन । 

यूखर का जन्म सन्‌ १७०७ ई० मे हुआ था ओर ७द वरं की अवस्था में इसकी 
खत्यु हदे थी वीच मे यह अंधामीदहो गयाथा ओर घरमे आग खग जाने से 
बहुत से इसके प्रकार भस्म भी हो गधे तथापि वहत से इस के यन्थ अद्यावधि 
यूरप में प्रसिद्ध है जिनका वणेन मै इस चरखरारिकलन में व्यथं समश्चता हँ इस 
लिये .अपने कृत्य के ऊपर कोट कर कु ईन दोनो चो के सिद्धान्त को दिखल- 
खाता ह । नीचे सवत्र द्‌, म ओर न को धन समदय । 

२००] ४१ वें परक्रम के (&) समीकरण से 


[4 द-? १--य)म- ताय =  [ प्यम-'(१ र य): 
© 


इस चयि वी (दःम) = वी (मःद) 
अथौत्‌ द्‌,म का परस्पर परिवत्तेन कर देने से मान में कुछ भी अन्तर नहीं 


होता । 


यदि वी (दम) मं य = वत 
| भ्यः-५( - य) (ताय = वी (दःम) | - 


प क 


~ ~ 
उसा म याद्‌ य = टूपररता 


[ध्य १--य)म-१तायनवी(द्‌,म)= (= र तार __ ~ | 
4 & ( १ ~ र) द+म 


क कड [ ®> 


२०१॥। यूरर के दूसरे चल मे यदि इ ¬ =र अर्थात्‌ य = ला -र 


तो % इ ` चयन-१ताय = गा(न) = ॥ ^ (ल -<-) तार यह एक गा(न) 
© क 


(५) 
क्रा. रूपान्तर हे । 
खण्ड चलानयन से 

‡- इ - यनताय = -श- युन =). न./८&-ययन- ताय 

ओर इ-ययन 7 शून्य ॐ तस्य होता हे यदि य=०, य = = हो ( चखनकलन 
कारेद्वां पक्रमदेखो) 

इख ल्य || % द्र -ययनताय = न | % द्‌ ययन ~ {ताय 
ऽ 5 
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सान्तचखनयन । „ २८२ 


अथात्‌ गा(न+१) नगान) - ˆ * -* “= “ (१) 
आओ | द्‌ "ताय = १ ( १९७ क्रम के (४) उदाहरण से जरह अ = १) 
इसच्ि गा(१)-श१, - * ° * = =. ~ (२) 
यदि न अभिन्नहोतो (१) ओर (२) से 
गा(न+१)=[न_ 


परन्तु यदि न भिन्न ओर १ से अधिको तो यदि गा(म) इसका मान ( जहां 
म <-१) ज्ञातदोतो (१) समीकरणसे वार वार क्रिया करने से गा(न) का मान 
भी आ जायगा । 


२०२ यदि जयनख तो 
॥| जयन 1 ०० -.- ल ष 


२०३। 1 | ० यदम द्रम ष्र्‌ ^+ रव तांय तार इस का द्विगुण 
चखानयन से मान ठे आवें तो २०२ पक्रम से | 
॥ म- १ 
गा(द्‌ + म) | ‰ वशः = गा (द+म) वी (कम) (२०० वें परक्रम) 
; | 


ओर ऊपर के द्विगुण चख मे यदि पदे य के वदा से चखानयन करं तो 


-य द्‌ -+म-१ -य द-१ 
गा(म) | ~-- न ताय=गा (म) | ^ य ताय 
© © 


= गा(म) गा(द) इस ल्िये ६३ वं प्रक्रम की अन्तिम युक्ति से 
गा(द्‌ +म) वी (द्‌,म) = गा(म) गा(द) 


„*. ची (दम) = न 


इसमे यदि द्‌ +म = १ तो गा(द + मं) = गा (१) = १ (२०९ भक्रम के (२) स. से) 


म-१ 
दस लिये वी (दम) = । ^ करते = गा (म) गा (१-म) 


अव यदि म<-१तो १९९१ वें प्रक्रम के (९) समीकरण से 


॥ ०० ता इस खये । 
=: 
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2२८४ | चखयाशिकटन 


प 
ज्याम्प 


इस मे यदिमनदतो {गा(३)}=°.*. गा (‡) = न 
इसे नीचे की युक्ति से भी सिद्ध कर सकते दो । 


गा(म) गा(१- म) 





न्प 
२०४। चलनकलनः से सिद्ध डे कि ~ = += लाय यदि च =° 
न २- य 
इस लिये कपना करो करि (च्छा --)न- + र 


जहा जवच-=० तांर=-०। चक्र र्‌ 





गा (न) = इरन [१ (१-य इ+ )-{ ताय + | र ताय 
| © 5 
५8 ध ९ न-? (९ ड न-! 
समशोधन से गा(न) = र तार = इ१ | (१-य ई! )न-{ताय 
© © 
= द | भलर ~? (१-क) न- ताछ ,य = ट `? मानने से 
अव यहा हमे सामथ्ये दै कि इ! को घनात्मक ओर चाषे जितना वडा कत्पना 


कर सक इस लिये. यदि इ१= = तो र = ° इस लिये ५१ पक्रम के (१) समीकरण 
से ओर ₹३, ओर न को वद देने से 





न ~ ~ - द = न-२ 
गा (न) = न गल्ल त्त व (१) 
(१) मेनके स्थान में न-म, न+मका उत्थापन देनेसे 
। = 
= 23 (2 
गान म) = (नम ल्त्नर 2 नमर दत च + 
| 2? ~ 
~ -+म-१ ° * (२ 
गा(न+ म) = (नप नलप्नर १) लतम ड. (द) 
दस लिये । 
|  [|इ१ इन 
1 गा(न) ; __ _न(न+र?)ः-- (न+ इः र) 


 {गा(न-म) } {गा(न~+म)) गा(न~-म) } {गा(न+म); ` [जच्छ 


ल्ग {लत छप -लरद्तकप्न्णः 
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सान्तचटखानयन 1 २८५ 


न न्जन(न- १) + र) नवक (न + इ र) 


1 (ण) (न) 


२०५ । ऊपर के प्रक्रम के (४) समीकरण मे यदि न = १ तो 


९ कमः म 
न्र्-जानरप नं) = १९ ९१८५ - २) ५१ इ)“: “ : ‡ 


य याम 7 


(न -म) { (न + १) -म , ˆ~“ { (न + इ,-१).-मः } 


( चटखनकटन के २०चें प्रकम के (८)वे उदाहरण से ) 





दस लिये गा(१- मं) गा(१+ म) = जल्द 
परन्तु २०१ प्रक्रम के (१) समीकरण से गा (१+म)=म गा(म) 


इस लिये गा(१- म) गा(म) = च्चातः यह सिदध इआ ॥; 
२०६ । यदि या = गौ (<) गा(-<)गा~)...गा(न +) जहां न धन अभिन्न ह 
तोया=गा(\-- ~)गा(६--).-- गा (~) उलट के छिखने से इस 


ख्य या = गा -)गा <न ) गा (--)गा २ - ) * गा) गा? 2 =) 
त्न-१ 
ज्या ण्ज्या व. स्या (न-१) 7 
न 





( ऊपर के पक्रमसे) 


परन्तु चटनक्रखन के ३९६ धक्रम के (१) समीकरण से यदिन के स्थानमें 
म्न का उत्थापनदो तो ्‌ 


रेन 
---- = (१-२ यकोज्या = + यः) (१-स्यकोज्या ग + य) 
नश) 6 ् व 
` (-रयकोज्या-न +य) इस मेक्रमसेय=?;य= --२ मानवाय पक्षम 


उस का दीक माननरखदेनेसे 

न = (रज्या )'(रञ्या उख): , - ` (रञ्यान->)` 

न = (व्कोज्या-८)* (रकोज्या र्य). *  * (रकोज्याल छ) र 5:33 
दोनो का घात कर मूल खेनेसे 
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२८६ चदरारिकटन । 


न => न ज्याः ज्या~- .-..- च्या (नए) 
न 


इस लिये याः = ( 


२7८) ¶ -१ ओ र 
तं रया= (रग) न 


नय गा(य)गा(य + ९ )गा(य + २)...गा(य + न~) 
नगा(नय) (९) 


तोयकेस्थानमेय +? का उत्थापन देनेसे 


२०७ । यदि फ(य) 


ननय + नगा(य + ₹)गा(य + २ + ‰)गा(य ++ =) -*"गा(य + य+ शोगा + १ तोगा(य + १ + नं). -गा(य + १५) 
(~ ज ८ ~न) 
नगा (नय~+न) 

नःननवयगा(य) (य+-स)गा(य+-२-)(य+-र )गा(य+ उ ).-(य+र्द्व^)गा(य+ 
न गा (नय~+न) = 
नय (य + र )(य + -च) * - - ` (य + ~<" )फ(य) 
(न य + न-?) (न य +न-२) 


= -नय(नव्‌ +- १) (नय +र) - ` * (नय +न). 
(नय + न-१, (नय ~+ न-) 


फ(य + ९) = 


= फः(य + १) 


फ(य) = फ(य) 


इसी तरह फ(य + २) = फ(य + १) = फ(य) = फ(य + म) जहां म॒ चाहे जैसा 
वड़ा मान सक्ते ह। इस खयि फ (य) = फः (इः) जदा इ, = ०० । इस सख्यि `. | 
फ(य), य से स्वतच्र हे अथोत्‌ फ(य) का मान सर्वदा एक द्ीहोगाचादेयका | 


, „० € ४ ( ५ १२ न कु += 9०५९ 
कोड मान दहो । इसं खयि जव य = त तो (१) म उत्थान देने से। 


फ( य ) = गा =)गा( ोगा(३)गा(प-) = ( र )१- न २ (२०६ परक्रम से) 


दद्‌ => 5० 





ओर जव 
श य गा) - ~ मा(+ त = (र) ए 
न गा(नय) 


, इस लिये । 


, न~-१ १ 
गाय) गा(य + क) गा(य + कं) * * * गा(य + नू“) = गा(नय) (रप) २ नः नय 


(२) 
यह एक साधारण सिद्धान्त उत्पन्न हआ। इसमें यदि य = -तै- तो २०६ परक्रम 
का सिद्धान्त उत्पन्न हो जायगा । | | 


दस (२) समीकरण के सिद्धान्त को गो (55) ने वर्णन किया हे । 
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सान्तचदलखानयन | २८७ 


२०६। ऊपर के पक्र मं (२) का खघुरिक्‌थ छेकर य के वदा तात्कालिक 
सम्बन्ध निकालने से । 


॥ 
नगा(नय) _ गा(य) , गा(य + >.) गा(य + न्‌) 
. गाय) > गा(य) ` गाय र ठ) † ` ` ` + गाय + जूत) + नान ` " ` (६) 


खे 


जहां गा(नय) इत्यादि तायं { गा(नय) } इत्यादि के वोधक दै । 


(१) का फिर तात्कालिक सम्बन्ध निकाटनेसे ओर नयके स्थानमेटको 
रखने से । 


तालागा(ख) 
१ [ ताष्टागा(य) , ताष्छागा(य+ ताध्टागा(य + =?) 
-----“ +. ` `+ - ~~ 
ताय ताय 


यदिन का मान अनन्त कट्पना करतो दहने पक्का मान ६० परक्रम के 
असार 
(6 + १ तालागा(य)ताय श. { ताखागा(य + ९). _ ताङागा(य) 
मन 


क्‌ 


न ५ तायः ताय ताय 
2 { ताखाय + ताखा गाय) _ ताला गाय) ) नि 
न ताय ताड --= न“ य+: नयः 
इस लिये यदि नय अथात्‌ ठ अनन्तदहठोतों का खा गाल) य॒ दन्य के 
त॒स्य दोगा । 
अव २०१ पक्रम के (१) समीकरण से। 
गाय 1१) _ गा(य 1२) गाय) _ ___ गायन) ॐ 
गा(य) स. य॒ ` य(य~१) ` यलय~+१)(य~+र२) य(य ~ १)*“*(य ~+ न-) › जह 
न = ०० इस के टघुरिक्‌थ का तात्काछिक सम्बन्ध निकाखने से । 
तालगाय) _तालागाल्+न). /१.._ १ १ 
ताय ताय = (र द (य+) य (य~+न-१) ) 


इस का फिर तात्कालिक सम्बन्ध निकालने से ओर ऊपर की युक्ति से 


तालागा(य+न) 
जनेः =° करने से। | 
ताष्छागा(य) १ १ १ | ¦ | 
क 9 क-म = == कि ~~ भयान ==-----=----- ==  @ ॐ न्त्‌ @ ॐ = ॐ 
तायः त्यथ ४ (य + 2). ए +) (२) 
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२२८८ चरखुरयारिकटन । 


इसकायके२ ओरय के मान मे सान्तचलखानयन करने से। 





तालागा(य) (~ _,; १ १ १ १ १ 
त (व 
इसमें यदिय = तो ददन दून्य टो जायगा इस लिये । 
तालागा(य) ~ _ गा(१) 
~ ~ --- अ = ~~, यच््ग 
ताय ध गा(१) (द) 


अत्‌ स्थि = -गा(र) । इसको यूर का स्थिराङ्ग कते दै । ओर (3) 
मे जो ेढी उत्पन्न इड है वह य के प्रत्येक धन मान मे सान्त होगी अर्थात्‌ 
उसका प्रत्येक घन य के मान मं सान एक निद्चत संख्या के भीतर ही रहेगा । 


५ ~ग न-२ ऋ ~ ^ | च - 
गा(न) = 1 "दयः ताय इसका १९४ प्रक्रम के (१) समीकरणसेन के 
ए 
चदा तात्कालिक सम्बन्ध निक्राखने से गा(न) | इ य लछायताय 
इख लिये गा(९) = 1 इ लाय ताय 
६ 


(१) समीकरण मं मानोकिय=१तो 


गा(न) खान = > 1 गा(ट) + गा(ट+ नै) 41 गा(६ + तः) 


गा(न) गा(१ + चर) 





गा(९) गा८९+३) गा(१+ चर) 


इसमे यदि न = < तो ४० प्रक्रम के श्रेढी द्वारा दहना पश्च | त) 
य 
१ 


= ठागा(र)-लागा(६) = ° कया कि २०१ प्रक्रम के (१) समीकरण से गा(२) = गा(१) 


गा(न) ° 
दि कियाय ट -- 
इस लिये यदि न = ०्तो नाट) न = ° पेसा दोगा । 
) गाय) 
मे यदिय= व्तो ऊपर की ताखागाध्य लान = 
(२) ८ ग युक्ति ताय गा(य) १2 
इस लये स्थि = १+३+ॐ+ -** + >-- खान। 
परन्तु = ३ + $ ८ ई.“ दसचिये-खान = टा> = लार + टा“. + दर्द 


इस सिये स्थि = १+२१+खा३+१+लखाड-+ . . . 
= १ ‡ + खा (१-ई) + 3 + ढा (१-३) + - ` 


इस लिये साधारण रीति से पटे पद्‌ को छोड कर दो दो पदो को मिला कर 
एक पद्‌ मानने से न संख्यक पद्‌ = र +ला ( १--3-) 
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। त 1 ~ 


। 
। 





सान्तच्दटखानयन । २२.८९ 





जरह न के स्थान में २,३२.४, इत्यादि का उत्थापन देने से (4 ~> 1) 


छ 


इस के वा > + खा(१- >) इस के जितने मान दोगेउनका योगयौ से 
अपेक्षित हे । 

स्थिर का मान जानने के छिये (४) समीकरण में जितना दी अधिक द्दामख्व 
अपेक्चित हो उतनीदी न की संख्या वढाते जा । 

स्थिर चछा मान २० दृदामलव तक्र -५७७२१५६६५९ यद्‌ है! सौ दशमलव 
से भी अधिक स्थान तक इसक्रा मान परिगणित ह । 
(5९९ {106९6015 0 11९ २०४०] 5०८१९(#, \01. उरा, ए, 514, 
311 ९0] >>. २, 29) 

२०९।` ऊपर के पक्रप के (२) समीकरण मं यदि य-के स्थानमेंय+का 
उत्थापन दं 








~ ताटागा(य~+र) र र 4 
ता ---------- < ल्य + हर त्य +र ~ ल +खः 11, 
ताय च +र + (व+ य डर “ 

न-२ वार तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 
ता दागा(य +?) न { र र 
योग 1 क ~ र 

ताय (- ९) (नए (य + १) (य+२) (य+) # } 

क क क र 
कस्पना करो किं सान = ?+ += ~° + अनस्त 
र्नं ३म्‌ 


तो उपर के समीकरण मे यदिय =° ओरन7 तो 


ता खागा(्य +र) न॑ 
तायनं सान ( १) । र 


५ गाय +) _ गा(९) | र 

परन्तु जव य=०्तो तवि 0 स्थि (२०८ क्रम कै 
(३) समीकरणं से ) ओर खागा (१+य ) = छागा (१) = खा (१) = °, इसख्िये 
भ्याकटोरिन (111261211111) के सिद्धान्त से 
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२२९० चट राशिकटन । 

खागा(१+य) = - स्थिय + द - साव + त - ~ + - * * (१) 

यदिय कामान १सरेअस्पद्ोतो यदह श्ेदी सान्त होगी । 

२०१ प्रक्रम का (१) समीकरण ओर २०५५ प्रक्रम का अन्तिम समीकरण दोनो 
पर से सिद्ध दै कि यदियफे०, ओर २ के भीतर सव भानो मे गा(य) इसका 
मान विदितहोतो, २, १ दइन मानामं वार, १२ इन सानौ मे अ्थौत्‌ वार वार 
क्रिया करने सेय के सव धन मानो से गा(य) का मान जान सक्ते है । 

परन्तु (१) समीकरण की श्रेदी य कै ०्सरे छेकर 2 तक सव मानो में 
खागा (१+य) इस का मान वनाती हे प्िर इन ल्घुरिकथपर से ९, से खे ११ 
तक सव मानामगा(्य) का मान निकर आवेगा, इस तरह सवय के धन 
मानो में गाय) का मान जान सकते टे । 


खान्य स्वाःयः 
२१० खागा (+ य) = -- स्थिय + --- - -ई- भ 
(~ क स्ान्यः स्दाःयः 
इस लिये खागा (१--य) = स्थिय +----- + = 


खागा(१+य) +दखागा (१-य) = सख {गा (१+य) गा (१-य)) 
== खा { यगा(य)गा(१- य) } = खाय+दा { गा(य)गा(१ य) ) 


=द्छा ( ऊः ); ,..०५... (२०५ पक्रम से) 


-- ५ 





„ ,साध्यः, साभ्य { = 
(= + ) = खा {गा(९ + य)गा(र९--य) ¦ = खा ज्यत 





६ न साश्यः | गा(१+य) 
तर [ऋय ५ श ग ~ न्‌ स-व व = ट्ट  --~ 
इसी तरह-- २ ( स्थिय + स )=दा तः 


३ ५ 
साभय 
दोनो को जोड़ देने सेदखा (्ावद्र - २( स्थिय + -इ + ----- + ...) 


=दखा{गा(१+य);: 


[ 


३ ५ 
इस लिये खा(१+ य) = २ खा -वर्_ - (स्थिय-+ -६- 4) 





ज्यायः 


= य्‌ १--य्‌ ----¶2% अः ३.१ [० ~~ 
= २ खा -्वायद्न ~ ख १-ड + (१-स्थि)य-उ(सा.-१)य'-र(सा५-एय 





यकरामान २ सेअस्पदहोतो यह श्रेढी वहत शीतर सान्त हो जायगी । 
२११९ गा (१५+य) इस कान्य नतम मान निकालना हो तो पीछे जो 
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सान्तचदखाचयन । २९१ 


खागा(१+य) कामान निकटा हे उसका तात्कालिक सम्बन्ध निकार उसको 
दयून्य के तुल्य करो । इस तरह से यदि मान निकारो तो असक्रद्धिधि से 

गा (१+य) के न्यूनतम मान मे, १+-य = १ -४६१६२२१४५११०५ । 

लेजेण्डू्‌ (1.९8९11011€) साहव ने खागा (य+ १) के मान के लिये पक 
सारणी वना डाटी हे जिस में से संक्षेप करः के य के १,२ मारना के भीतर लागा (य) 
के मान दम इस अध्याय के अन्त मे लिखेंगे। 

२१२ वहत से सान्तचदटा का मान गाढ फरके रूपमे आ जाता हे 


= छण भय 
जसे ॥ ताय इसमें यदि अध्य(-र तो 








-र ¬-र 

0 0 च स > नु ९ 
| 8 लाय 1 न= =/ ˆ दल स-द्गा (ॐ) 
5 २अ\८ र ५९अब्‌ मअ ठ 

(गाढ़ फल के टक्षण से) = न्रा (२०५ वें प्रकम से) 
ट १ य ः-^(१-य) - 
ओर न न 
(य + अ)द म 
समं यदि --- तो य=रथ-~>१९+अ-र 


य+ञअ ~अ 


' स 


(य + ओर म 3 अम(१+अ)ः | र (९-र)*\ तार 


र च 
अन्द जर वी कम) जत्र जोर श (२०३ करम से 


फिर | य "(१-यः)म- ताय इस मे मानो कि यः=रतो 


| प्यस५(१-य )म-पताय ~= | ९ -१(१-रोम- तार न £ 


दस तरह से 1 * ज्याघकाज्या१प ताप इसमे यदि ज्याप-यतो 
त ॑ 


त्र 

२ ज्याप्प कोल्या्ष ताय = 1 ९ यप+२-९ (१-य) स ताय 
§ 6 | 2 
गा ५ )गा व्‌ +-१ 

दगा(- + १) 
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१, 


२९२ . | चदरारि करन । 





फिर १ ------- ध य ताय य इस मे मानो कं य = 2 
1 अय + क(₹-य) ; : अ(१-र)+कर तो 
ई (९ गा(द्‌) (म) 
सक्रार्प = ------ २९-१/ 9 . - -र = ~=“ 
& अक. ग अः-कगा(द +स) 


© 


फिर | = यद-{(आअ-य)म-पताय इस में मान लो किय = अरतोडसका 
© 


न+ म ९. ~ ~+म्‌-? गा (द) गा(म) 
क म्‌ (4 न ट [ म्‌ {२1 अक सुः =, ? म्‌ ट ~ प नयं 
रूप = अः ॥ र“ (१ र) तार अ गा (दका “^^ (१) 
© 
२१२1 1 1 1 मब तषट तार ताय... ...... इस 


अनेक गुण चल का मान गाद्‌ फलके रूपमे छे आबो । जटा जानते दहे कि 
य +र ++... < १ ओर सव चर संख्या का मानेला माना गया हे 
जिसमें अनेक गुण चख का सान घन हो। 
यहाँ पटे ठ के वरासे चटखानयन करने से ओंर०, ९-य-र सीमा 
माननेसे [खन तार = व = नन (१-य-र)न क्रिरर के 
वश से चखानयन करनेसेरके०, १-यके मान के भीतर 


(१-य)म*न(गाम)गा(न ¬+ १) म~+न 
 [[र-(१-य-र)नतार = (~य) (गामणगान + ९ , २१२ प्रक्रम के (१) 


गा(म~+न+२) 
समीकरण से 
अन्तमरयके वडा चलखानयन से ओर ०, १ सीमा मानने से। 





| द-{(- र)\म+न _ _गादःगाम+न+१) ~ लिये अभीप्र अनेक 
[य (१- य) +न ताय = गाद; म; न+९) इस द्यं अभा अनक शृण 


गा(न) गा(म)ोगा(न+१) गा(द)ोगा(म+न। ६) 
गा(न+१) गा(म7न+१) गा(द-+म+न+१) 


२१४ 1 || | 9 (9 9 अ? ४7 मव? न-ए 9 ताखशताकश्ता अः द्सक्रा ॐ 











चटका मान 


मान गाद फर के रूप में जानना हे | 
व्‌ 1 म [ + 1 ४ | क | | ४ ौ 
जह | ~~ [2 ~ ज मोको ~+ # #@ # ४ ॐ ॐ आ 
ह क | < १ ओर चर 


संख्याओं का मान पएेसा हे जिस मे सव धन मानद । 


= थं = अ |प ड ऋ |व खः! [भ ध 
मानयखोकि =| = य र = [-क | ॥ ट = | -ख | १०००००५ - 
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सान्तचदानयन ।  २९दे 


तो उपर के पक्रमसेचटकारूप 


= -अग्कम्ख . -- _ गा(-वगा(अ) गा) 
पवभ.-.-. गा(व + व+ त्न + "+ १) 


यह 1सद्धान्त छेज्युन डिरिचिषेट्‌ (1.<]€(116 [11611९६.) का निकाटा दे । 


द्समयद् पव. -- `= १ ओरच=-अन्क्रन्खतो 
अ+ १ खः < 


1 || अ?< (क्म-खन-.. ताखःताक्रएताथ\--. 


चः" "+ नगा(द्‌)गा(म)गा(न) 


द+म+न्‌+* 
गा(द्‌+म~+ न+... ५१ 


जहा ना = नल्द्-मनननत 


इसी प्रकार यदे चखानयन रेखा किया जाय जिस मे अ, + कः + ख + ... 
& <<च+८^च 
तो ऊपर की युक्ति से उस का मान ना(च + ^\ च)द*+म+न दसा होगा । 

इस लिये दोनो का अन्तर ना { (च + ८^\च)द *म+न +“ -चद+म+न +" |] 

= ना(द्‌+म+न-+ - ˆ ोचद॑मनन+-/च यदि८+च अत्यन्त अल्प हो 


= -गादरगा(मागालन) ` " द+म+न+.-. -? 
गा(द म~न ` * ` ८] ^~च 
२५ | | 1 । रम ष्लन-1..-फ(य +र ++ ---)तारतारताय इस 


का मान एक चदानयन के रूप में ठे आना है, जहाँ चटानयन रेखा किया गया 
=, ७ ग ये कि क ७ > ५०/ 
दे जस म सव चलां के घन मान लये गये दै जहां य +र ++ -*` ग) 
लाघव के लिये मानटखोकि तीन चररारिदहै। 
यहां उपर के प्रक्रमकी युक्ति से यदि फ(य+र+छ ) के स्थान में 
९ मानटेतो उखभागका चट जो कियोगके च, च+. च के भीतर हे 


गा(द)गा(म)गा(न) +म+न 
गा(द+म+न) 


परन्तु फ(य + र + ख) = फ(च) के स्थान में १ रख कर ऊपर का मान दिख- 
म क क क ठेते क 
खाया दै इस ध्ये उस को फ(च) से गुण देने से 


गा(द)गा(म)गा(न) न~ ए 
` गातदम+न) ` ˆ फ( च ) च +म+न +." च यदह पक खण्ड की गेति हुई 


*"-* ^ च यह दोगा 
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२९४ चखरारिकलन । 


कि 


गा(द.गा(म)गा(न) (ग न 44 
( फ(च) चः +न+ “१ ताच यही रीं 


दू णु 
दस खय सस्ब्रूण चद गा्+म+न 





च 


चाष्टे जितनी चलरादि हो सवं दिखदा$ जा सकती हे 
२१६ इसी पकार चिगुण चख 


॥ | | अश्द-ध्कम-रखःन-फः { ( प ध ( व? ) ( खः ) 


 ताखः ताक? ताथ! यह जहा चखरयादडया क सव धन मानम 


अः ॥प क व रल्‌? | न + 
= 9 कः ~+ | बे यह ग से आध्र नदा द 


अ-कम्खम गा(<)गा( )गा(-न) 1 
भ व ठ 1 ग्‌ पू न चच 1 + श्र २४ च्‌ णण र 
न मा अनन) (च) ताच 


इसके तस्य दोगा । 


अ 


यह रीति चाद जितनी चरराशि हो सर्वत्र दिखल्ाई जा सकती हे । 
२९२७। ॥ य ताथा ~~ स्रा रूप साधारण चट के 
(त + अय +कर)''* ~ इयन्‌ 

अथात्‌ एक चद्धानयन के स्वरूप म ठे आना है जहाँ य, र के सव मान धन ह 
ओर य +र यह जसे अधिक नदीं हे। ओर प, व, त, अ, ओर क सव धन 
स्थिराङ्कदटै। मानलखोक्िअत7कतो 

त + अय + कर = त+अ (य~+र)-(अ-क) र~दा-ह 

जदा रा = त+अ(य~+र), इ =(अ-- कर) र 

इस लिये (त + अय + कर)-प- व 


(प~+व) (प~+व +) 


००० } 
|२ दार † ^“ , 


= दा१{ १ (प+व)-ह 
यह श्ेदी सान्त होगी । 
अव उपर का द्धियण चट २१५ वं प्रक्रमसे एक चदलानयनके रूपमे आ 


पशव? 
सक्ता हे अथात्‌ || [ = त 


त + अय + कर)14 
य-{र१-? (प + व)(अ--क)यप- ध्रव 
= ` शाप्त 


(पव) (प +व ~~ १) (अ-क)ध्यप- रव + 
त्प.  |तायतार 
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 सान्तचलखानयन। २२९९ 





ज प~+व-! तै ९ प~+व 
ट गा(पोगा(व) द गात)गा+१) > ट 
॥ गा(प+व) (त + अट)7+4 गा(पि+व+६) ध (त + अट) पवन 


गा(पौगा व+२) , (पन्व)(प+व+\) (अ-क्र)टप+व+ 


गा(।ब२) [२ - तप अरप्कर + -` } तार 


प्+व-! । 
ख गाल) । (प~+व) ग[(व+१) (अ-क)र 


= गा मः | ` (तअ) 
(प) | (त ष अट) 1 गाप {व्‌} गा(प व + ) (त+ अर) 














+ _(ववो(पन्वनगाव(-कोरय 
गा(प+व+२) २.२(त+अर^२ { त।र 
प्‌ -1- तर १ = क ५ (अ-क) टः 
1 द्रत १ = 
र गप व) ते + अर त + अट | २ (त ~ अद) 
प~+व- न्वः 
_ _गा(पगाव 9 { _ (अ--क)ट } ज 
गा(प~+व) (त + अट) तः+ अर 


गा(प)गाच (ज टप+¶-{तार 
गा(प~+व) लत + अर) व्ल्त + करो 


इस तरह से अनेक सिद्धान्त वना सक्ते हो । 


२९८। ॥ ० इ-भयकोञ्याररयताय इस कामान जानना हे जहो र ओर 


क पि 4 


य परस्पर स्वतच्नहै। मानो कि उदिण्र सान्तचलख=सदेतो १९४ भरक्रम के 
(१) समीकरण से | 


~ -अय्यः 
ता २| स यड्‌ ज्यार्रयताय 
तार 

© 


परन्तु | यद ञ्यार्रयताय 


२गर 








_ _ इ ` ज्यारस्य ^ - <: 1 -अभ्यः कोज्यारसयताय 
- २अ प््अः 
( खण्ड चलखानयन से ) । 
। ~ च्यः प्र॒ (०2 _-अभ्यः ~. 
इस लिये 1 यद ज्यारस्यताय = दद ( द्‌ ज्याररय 
6 * 
र्रस इल छिये -तास सरस 
न 


सखकाभमागदेदेनेसे 
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२९६  चररारिकलटन । ` 











तास 
स. _ ताटा(स)  _ रर ,. स 
लर शक्रि द्धे ~ खस = - द + खथ 
रः 
इस च्िस=-आड अः 
जटा भ कोद र के वश से स्थिराङ्क हे। 
मानयखोकरिर=०्तो | ० इ" ताय = स ( २९१२ चं प्रक्रम से) 
© न 
व 
इस खये आ = ----- › ओर 
₹्‌प 
© ब न 
-अध्युः _. ~/ अर 
॥ + कोञ्यारग्यताय = 1 


यद्यपि १९४ पक्रम में लिखि आये है क्रि यदि कोई सीमा अनन्त के तस्यन 
हो तव १९४ प्रक्रम का (१) समीकरण सत्य दोगा परन्तु इस स्थान मे अनन्त 


क होने क क क केत क 1 य्‌ 
सीमा होने पर भी टीक दोगा क्योकि दुसरा खण्ड यहां पर ॥ ध द*ताय 


द्यूल्य दी दोगा यदि इ६१=० दो तो क्याकरि ण्व पक्रमको युक्ति से मान 


द =2-ब(५ ( (~ ७ ० ` 9 -अयः 
खो कि श्रेढी में इ, कासव से वडा मान यदि इन्टोतों | इ ` इ? ताय 
9 


- इ> इस से छोटा दोगा । 


अ 





०० _--अध्यः = __ © 
यह इः 1 ताय इस से अथात्‌ 


¢" क्थ 


परन्तु कल्पना जैसा किया है उस के धमं सेइ = ° होगा इस लिये दृसरे खण्ड 
का नादा दो जनि से १९४ धक्रम का (१) समीकरण यहां टीक दी इभा) 


् 4 


© -जय ञ्य।रय -. 
२९। ९ द्‌ य ताय इस का मान जानना दं जहा जं 1स्थराङ्क 





ओर र, य परस्पर स्वतन््र द । यर्टोँमानकामानसमानयोतो १९४ पक्रमसे 


तामस 
1 | ० इ" -कोज्यारयताय 
तार 


परन्तु | इ ` कोञ्यारयताय 


जय रज्यारय ~ जकोज्यारथ 


ण्ड यदे 
यतं खण्ड चदखानयन से 
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सान्तचदलखानयन । २९७ 


दिये ~ जय वक न ज # = @ #@ @ ७ ७ @ 9 #@@ ७ &5 5७४ 
इस लिये 1 इ कोञ्यारयताय = -ज्गष्स्य ( १ ) 


तास ज 
इस तरह से --- = ~र 
^ तारा - ज्र 
~ -? र ॑ 
दस लिये स ~ स्प = 9७9 ५०० 8७७ ०७० ०००७१०७६ ००० ००००७७७ ००० ०७००१७०७ ००००००७०७०४ (२) 
यहां पर स्थिराङ्ग की अपेक्षा नदीं हे क्योकि यदिर=० तो सभी शुल्यदहो 
जायगा । यहां ज के सव धन मानमंसका मान टीक होगा इस लिये यदि ज = ° 


तोस=स्प'्ड = ५ य ताय 
५ 


प्र 


यदि ज ऋणात्मक दलोतोस का मान-> टोगा। 


०० ज्याकयकोल्याअय 


इस पर से तलक ताय इसका मान जान सकते दँ क्योकि 


सरटखजिकोणमिति से यह 


ति ज्या (क+अ)य ०० ज्या (क-अ)य 
य 


ताय +रे 1 ताय 
© 


न रोने) ५७ 


इस के तुद्य हुआ ओर (२) समीकरण मंज =° मानने से दोनों खण्डो का 
मान > इस लिये । 


ज्याकय कोज्या अ 7 दि अ 
न~ ~ ताय ~ पव यवि क 





य 
न $ =` 0 ज्य च्छ क्रो ऊ अ क 
ऊपर की युक्तिसे ----च---- ताय = ° यह होगा । 
¢ . 
00 . ~ २ ,. अः | । 
२२० । स = || दइ (य ¬ दः) ताय इस का मान जानना दे। ~ 
© @ 
09 _ ~ ताय अ 
यहा =--स्थ| (य. + ~र) इसमे यदि य= ~ 
र अ र्‌ 
¬ य+अ अ , - ताय अ ताल ., ` छख 
तोय +दरूः=्.+क, यं ल ्ं ताख 
ता ~ अः, ताय 
इस चिये जञ = -२अ | (व) 


[=| अः 
= २ | इ- (लः ह: लर) तार 
© 
द 
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८ चखराशिकलन । 


५09 == 
=--र्म | इ (लू+ र) तारु=--२अस 


© 


इस लिये ताखास्र =-२ ताथ 
लास =-२अ+-स्थि 
इस लिये स= रज 


ऊपर के ख मानम यदि अ= ०, स= ॥ इ य ताय = न्ट (२१यबे प्रक्रम से) 


< 





> ५ ~ त = ९ ` 09 ९ 
अ === = | इ {यः+ > ) ताय 
© 


र = 
२२१ 1 1 य, (खाय) ताय = सः, इस का मान जानना दे । 
© 
यषां यदि य=ईदञ्तों 


स = [स्यम (खाय)न ताय = (--१)न | ^ इ-(+१) छन ता 
© © 


ए लन 1 इ (ग+१न [ ल(म+१)न (म~+ १) ताढ 


= न्त | क 7 ताक । (यदि (म+१) खख) 


(--?)-गा (न+ १) 
ल~ ह्च ध क 


यदि खाय के स्थान मे -- खा (वै) = (--१) ला भ रखटे तो 
| (खाय) ताय || ध्वम (-१)न (छा +>न ताय 
= (न | प्यम(ला१)न - _ _{ (शन) ~ -गा(न+१) 
॥ य"(ङखाश्र)7 ताय (मत शक्तिकि मा (न + १) त्र रान््म 
२२२। [१ ~य = |: लाय ताय ( १+य+यः+ ... ) 


© 





4 (++ +>...) । ( ऊपर के उदाहरण से ) 


( 
= र । ( चलनकटन के २० वे क्रम का (९) उदाहरण दे. ) 


इस तरह से अनेक उदाहरण कर सकते दो । 
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५५ 
गं ति यि कि 


सान्तचखानयन । २९९ 


२२३ । कट्पना करो कि 


स = [क्फ (य,ग) ताय 
् 


तो स ताग = [ क फ(य,ग) ताय ताग 
इस लिये 
| |: क 

| १ स ताग = | ॥ | फ(यःग) ताय ताग 


अ? 


अ 


अ अ - 
¬> ( क | क चे 
= फ(यःग) ताग ताय । द्रवं प्रक्रम से 
अ अ 


इस पर से भी अनेक सान्तचलों के मान वड़े टाघव से सिद्ध हो जते ड । 
२२० । जानते %द्‌-जय ताय = < 
नते है कि ५ ड्‌ ताय = । १९० प्रक्रम का (४) 


उदाहरण देखो 
इल लिये ऊपर के प्रक्रम को युक्ति से यदिजन=ग, क=००,अ=०्तो 


| म 1 ताज __--क _ (2 (क 
स ताग || । ज्ञ नजः न ॥ | ध फ(य,ग) तागताय 





अ अ ल अ 
परन्तु 1 फ(य;ग) ताग = | फ(य,ज)ताज = [इ जयता 
3 2 २ ज 
इ-जय 

~~ -~ यः १ दस लिये 
/ -अध्य _-कश्य 
क 9 ~ 5 ष दिये 

| ग ' इ-जयताज = < ध इस 1 
“ ॥ अश ९ 


® ऋ? -अत्य -कश्य 
् ष्य --क 
|| 1 फ(य,ज) ताज ताय = || ~ ~~ ला 
य - अर 


: २२५ । खण्डचलानयन से जानते है कि 
ग 


०० _.-गय. > कतऽ 
ग दू ज्याअश्य ताय = --र--- 
( ग॒ +अः 
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३०० ऋ चटखरारिकलटन 1 


दोनो पक्षो काग के वशा चलखानयन करने से ओरग की सीमा, 
अ, क मानने से । 














क. + अः 

| 52 कोञ्याअश्य ताय = खा! ९ 
अ ~+ 

~: ~¬ ज्याअश्य ५ -. कोञ्याभस्य . 
२२६1 यदि आ = ताय ओर का~ ॥ ------<> 
< य ९+-य 
आमं यदि अत्य=र 
00 ल्यार ( ४५९ छ 
तो आ = --- = तार 1 इसलिये अ^ से का कुच भी सम्बन्ध 
७ 


नहीं है ओर २९९ चं धक्रम की युक्तिसे आ 


_ (० कोजञ्याअश्य 





अव्र ऋ = चः ताय 
~ [क्रा 00 यस्या अश्य 
य | 
॥ ताथः १ ~+ यः (५ 
ओ अः अ ० ज्या अध्य 
र्‌ क्म ताथः! = | ठ य ) 
© 





र्‌ 
चये (अ, का ताथ, (ताक (< (+य ज्यामध्य तय 
इस दि | ( ताअ, [(-- यट; यसु ~` ताय = ॐ 
© 
समशोधन करने से 


भ १ अ ताका 0 ये = द्धि  @ @@ @ @@ @ ९ @ 
1 का ताअ ताग -- आ = ° “८९ 
€ 


(१) को इ -्ताअ, से शुणकर अ! के वदा से चरानयन करने 
से इ ° ( (| का ता!१+ का-आ) = स्थिरा 

इसय्िये अ, का चाहे जो मांन हो (१) का च कोई नियत संख्या के तुद्य 
होगा इस लिये यदि अ, अनन्त के तस्यो तो पिरुटे समीकरण मं स्थिराङ्क 


शून्य के तुल्य होगा क्योकि उसका वायां पक्ष दन्य के तुल्य होता हे इस खये 
अ, के अनन्त मान मं 
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सत भि त तः = करजः = ऋ ~ । 
कान नहि शम कनि । श्कनाः ज क्क ऋः 


अ 


 " कः चिचक ~ > ऋ 


९ 


च 
ऋ क त, 


= ~ 4 7 चकः कुछ क + = 
ह ऋति ' ,, व 1 


। 6.1 ` कक ०० व अ 





सान्तचटानयन 1 ` । ३०१ 


इस चिये (१) ओर (२) के अन्तर से 
ताक्रा 


= ~ क 
ताम 


इस लियि काआ, इ "जटां आ, कोड स्थिराङ्ग दहे 
= १ थ्या - 
[का ताअ! = [आ ताअ! = -आ^द 
(त्यय अह अ आ द ~ अ 
इस 1 का ताअ! = आरः- आद्‌ 


(२) में इन का उत्थापन देनेसे 


अ >| | (| - अ? अआ ~अ य 
काताअए+का-आ= आ१- आद्‌ .+आर्ड -आ=आ।-आ = ० 
© 


छ (~ अ । 
= आ इस च्िये का~-आडर श्त (२) 
यदि अ, को अत्यल्प मानं अथात्‌ अ९=०तो 
_ "०2 कोञ्याभश्य 1/0 ताय+ आ 
का = शयन य बवल ~ 
© 


इस ल्य (2) सेका? इ 


प्रर 


अ, > क च [9 
यदि अश्कऋणदहो तो (र) से काइ प्पेसा दोगा ओर २१९ वं पथक्रमकी 
युक्ति से आ = - ४ 


२२७ २२६ भक्रम से सिद्ध इभादटै कि ° + 


श न - = २ इ `: इसका अ के वदा तात्कालिक, 
9 


सम्बन्ध निकालने से 


१ च 


| < - ग यरष्- = > इ -* ओर चखानयन कर मान अके ०,गके 


© 
मान के भीतर ठे आवंतो 


०० अ्यागय 


(श = 
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२०२ चरखराशिकटन 1 


ज 


२२८] खण्डचलानयन से सिद्ध हे कि 
-अय. -अय अ्ग्राअश्य + अ१काज्याअश्य 
ज्याअश्य ताय = - सा ९ 

| इ ` ज्याभश्य ता ड्‌ न 
= -अय अः! ज्याअश्य ~ अकोञ्याअश्य 
अं | कोञ्याअश्य ताय = इ क 

उ + अश 

दन पर न्द ज्य १ न अः १ अर 


~ -अ क अ $ 
ओर | इ  कोज्याअ+य ताय =-- अर - 1 यदि अ धनात्सक हो । 


ष 
© 


इनसे यदिथन्ण्तो 


2० अ 1 
| न्णाम्‌ यलाष == ्मः 


© 

4 00 क 

ओर ॥। कोञ्याअश्य ताय = ० 

ल; _ कोञ्याअरय 
परन्त॒ ज्याअष्य ताय = -- -- ङ्ग 
«१ 
(4 ( क ल्या 

ओर 1 कोज्याथ.य ताय = हिर 
१ 


इसलिये 
` ज्याय = -- कोज्या (=)+ -९ = -~ 
८ अ१. अ? 
७ © 


^ कोज्या ( 00 ) = © 


ओर (8 कोज्याअ१य ताय = ज्या () + ० = ° 


.“. ज्या (25)=° 

इन पर से यह सिद्ध होता हे कि यदि कोण का मान अनन्तदोतो उसकी 
ज्या ओर कोटिज्या दोनो शून्य के समान होती हे यदह अत्यन्त चमत्कार हे। 
इस पर गणितज्ञ ने वहत ही विचार किया हे जिसका वणन इस चलररिकलन 
की पुस्तक में विद्यार्थियों के छिये दुर्वां कारक है। मेरी समञ्च मे जिसख अनन्त 
कोणके मानम ज्या शून्य दती है उसी अनन्त कोण के मान मे कोटिञ्या 
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सान्तचलखानयन । २०३ 
दन्य के तुल्य नहीं दोती है किन्तु दोनौ अनन्त कोणो के मानो का अन्तर अवदय 
रम २ इस के तुस्य होगा जां म कोद अभिन्न संख्या हे । 

२२९। फर का विस्तर रूपं वना कर भी कीं कहीं सान्तचल का मान 


निकट आता हे । जसा किं २२२ प्रक्रम में दिखाया है उसी चार के कुछ ओर 
उदाहरण दिखाते दे । 


यंदि खा ॥ १-अड य~र ओर खा 4 १ + अद्य“ ९ | 
इनं दोनो का विस्तृत मान ठे आकर जोड़ डाखोतो 
खा ( १- २ अकोलज्याय + अः ) 


४, 
कोजञ्यारय + त कोञ्यारेय+ - - * ) 





= -२ (अकोज्याय + 
यहां यदि अ श्तोश्रेदी का मान सान्त होगा 
इस छखिये ./^ खा (१ - २ अकीज्याय + अ) ताय 


अ अः 
= ~ २ (अज्याय + छ ज्यास्य + -द्‌ ज्यार्य + ^.“ “^ ) 


भौर ||" खा (१ -२अकोज्याय + अ) ताय = ° । 
© 


यदि अ7 १ तोला (१- रअकोज्याय + अः) 


[4 श 


इस छखिये अव ऊपर युक्ति से द < १ इस ख्ये दूसरे खण्ड का मान शून्य 
निकटेगा ओर पटटे का 7८ खाअः = २7८ खाअ यह जो कि अभीष्ट मान दोगा । 
यदिअ=१तो .^ खा (१- रअकोञ्याय + अः) ताय 


भ ड 
= 1 खा { २१ - अकोञ्याय) } ताय = [ला ज्या ज ताय + खा ४ { ताय 
= [२ खाज्या = ताय + २दा२| ताय 

८ 


॥ ५ | ॥ 1 
= | खानल्याय ताय + रारे [ताय यदि य = -~ 


= ४ | लाज्यायं ताय॑+सर्यलार 
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२०४ ' चखरारिकटन । 
¶ए ठ द ०, 
इसि || खा (१-रअकोञ्याय + अ) ताय = | र दछाज्याय तायं + रष्टार 
8 `© ५ 


गपा ३ + र7ष्टा२ = ०, ५७ परक्रम के (२) उदाहरण से । 


तीनो स्वरूप को यदि एक दही समीकरण से दिखखाया चारोतो पदे को 
खा(अः ~ रअगकोज्याय ¬+ ग) ताय 


(वि 


~ चग ग ~~ 
= खाअ ~+ खा(९ ~ ज्ञ कोज्याय ~+ द्र ताय पसं टख्खो याद्‌ अ 7 ग. ` 


न्न अ २. ४ 
६९ ( त ०९अ = <. इ 
ओर यदि ग ?अतो दाग + खा(- गं कोज्याय + -ज्गर) ताय पसे डिखो 


श्रू 4 क्ण (; 
तव | खा अः - र२अगकोलज्याय + गः) ताय = २०्८खाज 


च 


(५ ८ 
जहा दोना अ ओंरगमंसे जो अधिक हे उसका योतकजदे। 
२३० खण्डचदलखानयन से || टा(१-२ अकोञ्याय + अः) ताय 

< यस्याय ताय 
न्य. पअकोज्याय ~+ अ ~अ 1 = च्च 
या । ९- रअकोज्याय+अः 
इस स्ये यदि अ <-२तो 


७ ज्याय ताय 


यय प्र 
-२ अकौञ्याय + अ खा +अ) = -अंखा (१+अ) 


ओर यदि अ 7 १ तो ऊपर केथक्रम की युक्ति से 


प्र प्र 
दस का मान = ञ्ज का(१+अ)- द्धं खा (अ) = दं र(९-+ ल्त) 


प्रपर 


२२१ । ¢ कोज्याअ, य॒ खा (१-रअकोज्याय ¬+-अ) ताय इस का मान 
© 

२२९ प्रक्रम के पएेसा यदि श्चदढी मे लाकर चदखानयन करो (जहां सरल- 

चिकोणमिति से दो कोरिज्याभं के घात को दो कोटिञ्या के :योग 

मं स्वरूप वना लेना) तो ० 7 सीमा के भीतर सव चलो का मान 


अट 
अ 
उड जायगा पक खण्ड केवल ॥ ---- ताय यह रह जायगा अदि 
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# 
क क 9 यि कि वि क भि र 


क क = 


9 १ 
[ति ¬ ए, कि 1 1 7 1 न अ = त 


सान्तचदानयन । २०५ 





[ ~प 
(~ क ॥ क के धट ¢ > 
अ १ ओर यदिअ7१तो उसी प्रक्रम की युक्ति से | = यहरद 
जायगा । इसलिये 


ष्ठ 
[ कोञ्याभत्य टा (१-रअकोल्याय + अ) ताय 
"© 
गप्र 7 
चा- -- यदेअ८श१वाअ^१) 
, चा = 


अर ष 





२२२1 खण्डचलखानयन से ऊपर के फट का मान ठे आवो तो २२० 


१ 7 ज्याय ज्याअप्य ताय _ >अ*-१ (अ?९+ १) 
कम की युक्ति से (र जयाय सवाभ ता, = 
भक्रमका यु १-२रअकाज्याय+अ 


यदिअ८१्वाअ१) 
२२२ । चखनकटन के २१४ प्रक्रम के अन्त में जो समीकरण उत्पन्न 
हआ है उसे रभसरेगुणकर ९ मे जोड़ देने से 


१--अ न द 
----------- = ?+ २अकोज्याय + रअच्कोज्यार्य 
₹--र२ अ कौज्याय + अः ६ 
+ रअच्कोज्यारेय + -- 
इस मे यदि अ ८१९ तोइसपरसे भी वहत सान्तचरो का ज्ञानदो सकता 


०९ क 


जसे यदि अ९ अभिन्न होतो 


214 





2  कोज्याअश्य ताय _ _ (थ 
& ~~~ कोज्याय+अ १-अः 


क्योकि श्रेदियो के सीमा के भीतर प्रत्येक पद के सान्तचल नए हो 





उ्याअध्यताय यह रह जायगा निस का 





मान सीमा के भीतर र यह होगा । 


न ता र यदि श्ेदीं 
॥ १ + यः १-र्अकोस्यागय+अ सम 
२४ 
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च 


२३०६ चटराशिकटन । 


मे इस का मानकेआचोतो 





१-२अकोल्यागय ~+ अ 
(4 4 रअकोज्यागय रेअच्कोज्यारगय 
अरय = र+यः न | पेसा दोग 


इस लये सीमा के भीतर प्रत्येक पद सम्बन्धि चलो कां मान २२६ पर्रम करे (२) 
समीकरण से छे आक्रर योग करने से अभीर सान्तचट का मान 





ग॒ 
7 अद्‌ 
छः -- . --- 8 - यद होगा 
न ® --अर ग्‌ 


ताय 


२२५ । इसा तरह | खा(१-र्अकोज्यागय + अः) इद्ध 


~ग ~ >,4 ~ [+ # 
= (प्टा(१-अद्र्‌  ) २२६ ओर २२९ पक्रम की युक्ति से। 


२२६ । चटनकटन के ३१४ अपक्रम में उपान्तिमि समीकरण जो 
उत्पन्न हआ हे उस में य=र तुद्य मान पीचेसे यके स्थानमेंगय का 
उत्थापन दे देनेसे 

ज्यागय 
९-रभकोज्यागय + यः 
जहोँ अ < १ इस श्रेढी ओर २२७ पक्रम से 


2 यज्यागयताय द प 
१-२अकोज्यागय +य २८३ -अ) 


= ज्यागय + अस्यारगय ~+ अशञ्यारेगय + ... 


यदिग के वरा से तात्कालिक सम्बन्ध निकालोतो २३५ पक्रमसे भी यदह 
सिद्ध दोता हे । 
२२३७ यदि स = कोज्याय + !^-₹ ज्याय तो फ(अ+स).यह यदि एसा 
हो कि इसमें यदि टेखर का सिद्धान्त खगाया जाय तो व्यभिचार न हदो 
तो खेखर के सिद्धान्त से फ(अ+स) + फ(अ + स -ः) 


= । फ(अ) ४ फ(अ) कोञ्याय + २ @पोकोज्यासय + ,०* } 


१-गः 


(4 
ओं छतत दन्त? 
श १-रगकोल्याय+गः 


= १ + रगकरोज्याय + रगकोञ्यार्य + रगकोज्यारेय + - - - 
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क 


च + "` क जके भ = भाः कोक = ` चाः = कक ॥ क 
त 1 


> 
०७०० (ििति्ककककक- ` ` पिः कोः "ॐ. आतोतिः 9 त ~ आति भि त ॐ ७ 


सान्तचखानयन । 





३०७ 
~> (7८ फ(अ + स) + फ(अ + स -) 
दस {ट शः ट रनक्ल्या्पनरः 
स | र-स्गकोञ्याय + गर `` ताव 
ह्न \ फ(अ) + गफ(अ) + रं फ (अ) + } छल फ(अ + ग) 


जहां ग < १ 
इसी तरह दोनो पो का अन्तर करने से 


"८ _फ(अ+स) - फ(अ+स -) 
१-रगकोज्याय-+ग # 
5 (त 


० { फ(अ + ग) - फ(आ) } 


ओर (प १ -- गकोज्याय + स) + फ(अ + सं गर 
(| अ क, न्न 
भ | १ -- रगकोज्याय + अः (अ + स) + फ( 2 ) ध 
= 1 फ(अ + ग) + फ(अ) | प 


२३८ इस तरह असम्भाव्य संख्या का भी उच्थापन देने से वहत सान्त- 
चलो कामानञआजातादहे। जैसे 





(9) -अथ्य न १८ ग ` ५९ (~ 
| ताय = रम यह जो २१२ पक्रम से सिद्ध दे इस में 
© 


चिन + \^-१ 
यदिअके स्थानसें ~~ ग इसका उत्थापनदं तो 


०० -गभ्य-^/-१ 
~ ड्‌ ताय = | {कोज्याग य -\८-९ ज्यागध्यः} ताय 
© 


© 
00 न 
= | कोञ्यागव्यस्ताय - १३। > ज्यागभ्य्ताय = --. 
§ 3 ध 

_ १--/-९ १८१ 

ग्ग ८२. 
यहो पर सम्भाव्य असम्भाभ्य को अलग अलग समान करने से 
1 > कोस्यागव्यर ताय = 


१ = 
१ + ^~ ५८२ 








ध 
र्ग\८ २ 


(१ 
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३०८ चखरारिकटन । ` 





. इसी में यदि गध्यः के स्थानमेररखदेतोताय=--तार ~ तार, 
५ # र तो ताय - "नश्य ` रग र 
इस टये 
|| ०० कोज्यारतार _ (० ज्यार तार _ ,--- 
| स २ 


इस तरह से हजारहा सान्तचट बुद्धिमान के वुद्धिवल से निकरे हृष है ओर 

निकट्ते जाते है काँ तक लिख कर दिखटावें बुद्धिमान के लियं इतना दी 
च क (र के के क च क {1 
वहत दे । इस पुस्तक्र के छिखने से मेरा यदी तात्प दहे कि चररि सम्बन्धि 
पायः सव्र विपयो से थोडा बहत विद्याधथियो का परिचय हदो जाय । 
ताप ~ 
२३९। | ततम दे९(ग.प -ग 
र 1 त्ग्यत्नत २(ग,प) । (५८ ( १-गज्याप )ताष 
(3 अ 
= देः (गः) ओर 
ताष क ५ 
--- ~~~ 7ू-ग्ल्यत्व = द-+.ग.अ.प) प खो 
(पजक. 77त नस्य) .(ग,अप) पेखा मान खो जहां 

ग <श१तोयदि 

देः(ग,प) + देः(ग,ष,) = दे+(ग,इ?) जहां इ‹ एक स्थिराङ्क दे तो 

करोज्याप कोज्याप^-ज्यापस्याप.^\.८ (१-गचज्या'इ१) = कोज्या, एेसा होगा । 
इस को सिद्ध करने के ययि मानो किष ओर पये दोनों नये चखराशिट के 
फलदहैतो दिये इण समीकरण का नये चटरारि के वदा तात्कालिक सम्बन्ध 
निकाटने से 

। 4 3 तपि 11 4 ० _ तावर ॐ © = = = ( (4 ) 

\ (१-ग ज्या ष) तार ~^^(१-ग ज्या पर) तार 


कृट्पना करोकिरपेसा हे जिससे लल 5 ९८८१-गशज्याशप्र) 


क = ताव 
तो (१) समीक्ररण से त = ~ ८८१ - गञ्या प!) 
दोनो का वग कर तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


२ 


ता तारः _ व 
तः = - गज्यापकोज्याप, तुः = -- गञ्यापश्कोञ्याप, 


इनके योगान्तर से 


ता(घ¬-पः) द 


क (ञ्यार्य +-ज्यारष, 
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सान्तचटखानयन । २३०९ 
यदि प~+पर=फि, प~ प्रशत्फी तों 
ताफि ताफ 


> = ग ज्याफकोञ्याफो, तनः गल्यापफीकोज्याकिि 


+ ताफि ताफी ता ताप 
र | | = - ग ज्याफिलञ्याकों 


नी 





दस चयि ताफि ताष्फी 
ताद तारः 

ताकि ता्छी ~ "व्ण ताकत ताकत 

तार तार तार तार 


= कोस्पफि 


इस लिये 





क, (खा ताक _ ता = ताफी)\ _. 
ताद 1 नार त्रे खस्यष्छ, तारं टा नद ~ तारं लखछाल्याक् 


लिये त्‌ 
इसलिये खा = = खाञ्याएी + स्थिराङ्क 


इस तापि न 
द्‌ ज 1'ल्याप्य 


न 
= तापी 
आर रसा तर = = । 

र ह तध = काया फ़ | 
जहाँ आ ओर का स्थिराङ् दे। 


सक्र ताए _ ताफि 
^ ५ ५ ताड स तार 


चखानयन से, आक्रोज्यारी = काकोल्याफी + स्थिराङ्कः .------“-*-*- (३) 
ओर प्रथम मूल समीकरण से स्पष्ट देख पड़ता दे कि यदि पः = ० तो 
दै (गप) = देः(गदः) 
इस ल्य तव॒ पइ ओर फि= फी = इर 
(३) खे (आ-का) कोज्याद, = स्थि 
इस ये आकोज्या(प ~ प) = काकोञ्या (व + ष?) + (आ -- का) कोज्याइः 
ओर (आ-का) कोञ्यापकोञ्यापः + (आ + का) ज्याप ज्यापः 
= (आ-का) कोञ्याद्र -- ˆ ° (४) 
ता 


(र) मं ल \८( १-गज्याप) -\८^(१-गज्याप९) इस का 
= ताफीं ९ स 3 

शार त ९८(८२-गज्याप ) + \८( १-ग'ज्याष९) इस का 

< # 


= ० ५९ 
उत्थापन देने से ओर प! = ° माननेसे 
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२९१० चरखरारिकटन । 


\८(१-गज्या'इ?)-- १९ = आचज्याईइः 
ओर \८८९-- ग्या) + ९ = काज्याद, 





२२/(१-ग'ज्याद्‌र) २२ 
ज्याद्‌र स ज्याई्‌ः 9, 


इसका उत्थापन (४) में देने से 
कोज्याषकोज्याषः- ज्याषज्याष?\८ (१-गशज्या'ड,) 
= कम्ज्याद्‌१ यह्‌ सद इभा 


। क 


२४० । २३९ धक्रम से जो सिद्धान्त उत्पन्न हुआ है उस सें यदि समदोधन 
कर कगे कर डो तो 
(कोज्याषकोञ्याप,-कोञ्याद?)* = (१-ग ल्या दटरोउ्या'पल्याप्प, 
इख लिये 
कोञ्या्पकोज्याप-रकोज्यादश्कोञ्यावकोज्याप! + कोज्या इ! 
= ज्यापज्य्प.--गच्ज्याष््शज्या"पज्याप+ ओर ज्याय + कोञ्याश्प = १ 
इस च्िये 
उ्याप -ज्यए्पञ्या पः ~+ कोञ्या"प + कोजञ्या्पकोज्या'्पः 
-- रकोज्यादइःकोञ्यापकोञ्याप९ + कोज्या; 
= ज्यापकोच्यापः + कोञ्याप्कोज्याप, + कोञ्याप 
-- रकोज्यादकोज्यापकोज्याप, + कोज्या द? 
= कोज्या + कोज्या, + कोज्या, ~ रकोज्यादःकोज्यापको्याष, 
= १ ~ गञ्या्श्ज्यापज्या पः 
कोञ्याष्पकोज्याइ, जोड कर पक्चान्तरानयन करने से 
(कोज्यएप - कोज्यापःकोञ्य्ाइ?) 
= १ ~ कोज्या, ~ कोज्या! + कोज्या^पःकोज्या््‌, 
-- गशज्याइशज्या्षज्याष्पः 
= ज्या'परञ्याद्‌ः ८ १ - गचज्याप ) 
इख चिये कोज्याप = कोज्याप+कोज्याई! + ज्यापज्यादः/( १ ~ ग ज्या प ) 
यहाँ पर धनात्मक मू छिया हे क्योकि जव घ = ° तो यर्होँ पः = इ 
२४१। दैः(ग,ष) इस का रूप ग,घ के वदलने से इसी चाट काटो जातादहे 
केवट स्थिराङ्क गुणक अधिक हो जाता हे जैसे यदि 


ज्याशपर 


कलान्यास तो ष, के वश तत्कालिक सम्बन्ध निकालने से 


स्पप = 
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ना दकि द ~ कदन कक्छा= ~ 8 = छ 


+ + ऋः ` कज = = = 


वि ) त, 
५ न ऋ 


सान्तचदलखानयन । २११ 


२ ताप २८१ + गकोज्यारषर) 
कोञ्या प्र तापः (ग + कोज्यारप) 


य ता २(? + गक्रोज्यारपः) 
१ ताषरः १4 रगकोल्यारपर्+ग 
गज्याःरष, 


अओ रज्य 
आर ~ गशञ्याष ~ २ - - ~~~ ¬ 
५५ ॥ ए ४ १ + रगकोञ्यारप, +ग 


_ १ + रगकोज्या२१९ + ग'कोज्याःरपः 





१ + रगकोज्यारपर+गः 
(स ताप 
२(१ + गकोज्यारपर) ^^^(९ + रगकोञ्यारेष? + गः) श 
र्‌ + रगक्नल्यारपः + गं र + गन्तैस्यारय ह 
= २ | -तन्ककः २ ताव 
९/८ (१ 4+ रगकोज्यारपः९ + ग ) \८ (१ + रग -७गज्या घ, + गर) 
क, तावः 
१+-ग छग 


~ ------- उ्या्व 
^ 1 १ -ट््रन्तुरज्या षः } 
यहाँ पर कोद स्थिराङ्क जोड़ने की आवद्यकता नदीं है क्योकि यदि च = ° 
तो षः=० होतादहे। 


ख मे (~~ छग = 
अव ऊपर के चङ मे यदि गर= ---- 
4 २ (4 
द्‌ (ग, ष) = टपन दे१ (गर, षः) 

ज्यारप, 
ग + कोस्यारपः 
हो किंग ज्याष=ज्या (रषः -पच) 





पटे जो स्पध = 





पेसा माना हे इस पर से सिद्ध कर सकते 


< ग व गः -; 
ओर जव गः = (हप; नव 


परन्तु ग < ९ इस लिये 97 ग(१+ग)ः ओर ग 7 गः... गर्ग 
इस स्यि ग सेग९ वड़ा उहरा। | 
इस मे यदिपः१=- तो षर=१्इसं चये 

दे?(ग,गप) = -मद दैऽ(गः, इ) = २ दै (ग, इ)* "“ 
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२१२ चरखुरारि कखन । 


= 


दैः (गप) इसमें ग को मध्यस्थ, ओर घ को अथां कहते है ओर दै, (ग,प) 
= ° यदि ष = ° ओरयदिष=र्तो प्रूणचख का मानदः (ग,२) यह हे 
इस य्य २ को परणं अग्रांरा कहते दहै 

यदि ७७ वे परक्रम के साथ तुलनाकयोे तो जान पङ्गाकरि दै (ग,प) यह 

 छषुव्यासात्र से चपि की गणना करे तो दीधेबत्तके चापको पकादा करता हे 
ओर आगे के पक्रं से जान पड़ेगा क्रि दैः (ग, घ), दै; (ग,प, ओर दैः (अ, ग,घ,) 
इन तीना मे परस्पर सम्बन्धे इस लिये इन तीनाको क्रप्रसे प्रथम, द्वितीय 
ओर ठतीय दैर्धचरत्तीय चर कते हं । 

यद्यपि इन तीना के दीक दीक मान नदीं निकखते तथापि इन के अव्यक्त 
मान के सम्बन्ध से अनेक सिद्धान्त उत्पन्न होते है । इन के सिद्धान्तो पर वुद्धि- 
मानो ने अग एक खतच््र देधैचरत्तीयचल के नाम से पुस्तक ही वना डी है। 
अभी सन्‌ १८७२ इ० स त्रि (31101) आर वोक्ंट (3०५८() ने इसी 
विषय के पुस्तक का एक वड़ा भारी प्रथम खण्ड प्रकादा किया हे। 


$ क क 


तीसरे देघेघत्तीयचट मं जो अ, एक ओर धथिराङ्क हे उसे परिमिति कहते 
ओर सवे ग सवदा २१ संक्रम मानागयादे। 


२४२ इसं धक्रम मे एक सिद्धान्त दिखकाते है जो प्रथम ओर द्वितीय दै्- 
च्त्तीयचख के सम्बन्ध से उत्पन्न होता 
२३९ प्रक्रम में सिद्ध हआ हे कि यदि दे, (ग.प) +दे (ग,पः) 
=दै (ग, इ९) तो 
कोञ्यापकोञ्यापः - ज्यापञ्याप, (१ - गशज्या१) = कोज्या 
अव दिखाते द करि 
यदि कोञ्याधकोञ्याप, - उ्यापलञ्याप,\ (१-गज्याइ) = कोज्या, 
तो देर (गप) + देः (ग,पः)-दः (गद्‌?) 
= गस्ञ्याप ज्याप, ज्यादः एसा दोगा। 
यहाँ दिये हण समीकरण के ध्म से स्पष्र हेकरिं पःयह षप का कोई 
फर होगा 
इस लिये मानो किं, देर (गप) + देर (ग,पः) - दैः(ग, इ?) = फ(च) 
इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकाटने से 


फ(ष) = ^/( १ - गज्याप) + ( १ गस््याच्य ) तापः 
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2४4; 


त क = = कक 


सान्तचलखानयन । २१२ 
_ कोञ्याप ~ कोज्याध्कोज्यादः 
ज्यापः ज्याः, 
+ कोज्याय, ~ कोञ्यापरकोञयाः ताध, (२४० अक्रम से) 
स्याधस्याद+ ताप 


= त { ज्याप + ज्याप९+ २ कोज्यायकोज्यावत्कोज्याईर }. 


2 
रल्यापञ्याप! ज्या! 
परन्तु ञ्यापर + उया'प, + स्कोज्यापकोज्यापः कोज्या 
= + कोज्या! + गशज्या्पञ्याप, ज्या ई! (२४० ही क्रम से) 


ता (ज्यापञ्यापः) 
ताप 


इसलिये फ(प) = गभ्ज्याद! 
इस लिये चलखानयन सें 
फ(प) = ग ञ्याई? ज्यापर्यापः 
स्थिराङ्क जोड़ने की कु आवदयकता नदीं है क्योकि जव प=०्तो 
` फ(प) = ° इस लिये 
दे, (ग,प) + दे-(ग,पः) - दे (गद) = फ(ष) = ग्डप्राघज्याप,\ उ्याईद, 
इस में यदि इ! = ईइ तो फ(ष) = गञ्यापज्यापः, 
ओर दिये हुए सप्रीकरण का रूप 
कोञ्यापकोञ्यापः, ~ ज्यापञ्यापः ^(१ ~ गश्याः) 
= कोञ्यापक्रोज्याधः - ज्यापञ्याप, \८८१ - ग) = कोज्याई\ = ° 
यदह टीक प्यागननी (1281131)1) के सिद्धान्त के समान फट को दिखटाता 
हे क्योकि ८५ प्रक्रम के (१) उदाहरण के अन्तम जो 
द्ष्य.य - अ(यः + य) + अ" = ० यद्‌ समीकरण उत्पन्न हुआ दहै इसमें 
यभ्यकाजोक्रमसे = ) सा 
\८ (१९ - इ ज्याच) ८८१९ - इ ज्या प) 
मान मानटखोतो 
इकोञ्याश्यकोज्याच्यं ~ कोज्याष्प(१ - इच्या॑) ~ कोरयार(१ - इष्ञ्या्ष) 


1 २ 1 
+ (१ - ईस्याप्र) (१- इज्या) = ०; 
२५५ ((.0 381110(4118118010 [11./61511/ (06611011. 01411260 0\ 6810011 
|) 


२९१४ चटरारिाकटन । 


अथौत्‌ इभज्याप्पज्याच्यं + ३९८९ ~ ज्या - ज्याश्वं ~ ज्याप उ्याध्यं) + ज्याष 
+ उ्याश्प = ° अ्थौत्‌ 

इइ - १) उ्याष्यज्याप्पं + (इः ~ २) (१ - उ्याश्प ~ उ्याप) = ° 

(द - १) कामागदेदेनेसे 

द्"्ज्याश्प स्याप्व + १ - ज्याष्पय ~ ज्याय = ० 

दस पर से रूपान्तर करने से 

कोज्याघकोज्यापः = ज्यापज्याव ~र - ड्‌" 


> 1 
कोञ्याय 
अथवा; ज्याप = - ------- २.॥ 
१-द'उ्याप 
जं ना कोज्या" प 
र ज्याच ~ चञ्याष्य 


इस पकार से प्रथम ओर द्वितीय दैधेन्रत्तीयचल के सम्बन्ध से सेका 
सिद्धान्त वन जाते हें । 


ताप 
(१ + अज्या प) +(१-ग ज्या प) 


द्‌९(ग,प) | => ( ) 
= -------~-- ~ १ (गप 
१ + अन्या (गष) ता ६- + अस्या 


क > 


इख प्रकार से खण्डचटखानयन की रीतिसेजो देः६(अ,ग, पर) चछा स्वरूप 
सिद्ध होता हे इससे जान पड्ताटे कि दैः(ग,प) ओर दैः (अग, प) मेभी 
परस्पर सम्बन्ध हे । 


२७३। दै (अ, ग, घ) = || 


[ 


छेजेण्ड़ ( 1.९९ ८001९. ) दे पटे दो देघश्रत्तीय चो के मान जानने के ट्िये 


क 


एकः खारणी वनाद हदे ओर उसमं स्वस्पान्तर से तीसरे कामान जानने के सि भी 


विधि लिखा हे। सारणी वनाने का मूल प्रकार ३७ प्रक्रम का (५) वाँ 
उदाहरण हे । 


०७० न त; 


२७४। यदि फ(य) किसी खेत में एक तरफ के ङंङ़्कामानदहोतोयके 
स्थानमेंअ, अच, अ+र्च, अ+रेच, -- - अ+ (न - १) च इनकाउलव्थापन 
दने से उस खेत के भीतर उसी तरफ़ के फ(अ), फ(अ + च), फ८(अ + रच), - 
इत्यादि न ङंड़। के प्रमाण होगे इस लिये, इन ङा का मध्यम सान जिसे उद 
मं ओसत वोख्ते ह । 


2 


ड च का ति ति क मि त जा = 


' क, किय 
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. सान्तचदटानयन । २१५ 


साधारण सीतिसेवा टीटावती में छिखे हुए भास्कराचार्यं के “गणयित्वा 
विस्तारं वह्धघु स्थानेषु तद्युतिभोञ्या । स्थानक्रमित्या सममिति इस पक्रार से । 


 फ(आ) + फ(अ + च) + फ (अ + स्च) + * “ -+फ {अ + (न - २) च) 
नं 


कृरपना करो कि क - अ= नच 
इस लिये डाड़ा का मध्यम सान 


च फ(अ) + फ(अ + च) + फ(अ + स्च) + - + फ { अ + (न--१च } ] 
क-अ 


करपना करो कि क - अ स्थिर संख्या के भीतर अनन्त स्थानो के डाङोका 
मध्यम मान जाननादहेतोन का प्रमाण अनन्त भौर च का मान शुन्य हो जायगा 
कं फथ?ताय 

क-अ 
यह दोगा क्योकि ओसत मं जितनेद्ी स्थानौको वढाते जाते दहै उतनादी 
सत सक्षम होता चखा जाता े। 

इस च्मियके,क के भीतर के मानो मे यदि फ) का मध्यम मान 





@ ७.9 ७९ क ॐ © 
पसलादरामयर्वा ५०्व पक्रमसर उडाका यथाच मध्यम मान | 


~ = पय ताय 
नक्रासख्ना द्या ता | (य, इसका अ,क सीमा के भीतर सान्तचट 


खे आयवो । 

जेसे किसी ने प्रन किया कि जिस चत्त का व्यासाद्धं ग हे उसके परिधि पर 
पकर स्थिर विन्दु मान कर वहां से चत्तान्तगत प्रत्येक विन्दुओंकी द्रीजो होगी 
उनका मध्यम मान कया दोगा । 

यहाँ यदि चत्त के फर कान तुद्य विभाग कर डा जहो न = ०० तो स्पष्ट हे 
कि हर पक विभाग चिन्दु रूप दौगे इसलिये भरति विभागो की दूरी स्थिर चिन्दुसे 
क्रमसेश्रुरः श्वुर श्चुः, ` -श्चुन येद तोइन कामध्यम मान > (श्रु, + श्वु- + -* +श्चुन) 
यह होगा । 
इसमे अशा दहदरको श्रु ^ष^\श्रुसेगुणदेनेसे 

{ श्वशुर" + शयन ञश्ुष शु 
नश्चु८~ष^ श्रु 
यहो १२५ वं पक्रम से श्रु ^ ष ^ श्रु यह क्े्फरु के अत्यल्प विभाग का मान 

होगा यदि, ^\ष,८^ श्रु ताप, ताश्च अथौत्‌ दाल्य के तुद्य हो जायं । 


(€.0 3810411180804 (॥1५/€1ऽ11\ 06601. 01411260 0 €७870011 


२९१६ चखराशिकदटन । 


परन्तु एेसी दशा में न शयु ^प^ श्रु यह चत्त का फ हो जायगा इस चयि 


दूरियो का मध्यम मान = - ध! + ४5 + "+ श्वुन } श्ताप ताश 
र ण्म 


ज 


` श्रुष्ताश्ताप „~ ्‌ त याथ 
[ | --ज्द-- (द्वेखुण चल्ानयन कौं रौति सरे उचित सीमाओं 


के भीतर जो मान दोगा) 
स्थिर विन्दु से एक व्यास्‌ नियत खींच कर उससे ओर श्रति से उत्पन्न 
कोण कोपको तो यहां द्विगुण चद्धानयन की रीति से खीमाभंकोचेतेसे 


: र्‌ द / पगकोल्याप 
मध्यममान = क्त्गः >| श्रुताश्च ताप 
ध © 


र 
(गः / - 
८ गः || 
देश्व्ग 
परन्तु | कोञ्यापताप = | र -ज्याप) कोल्यापताप 


स्या 
२ 


< ग'कोज्याश्य ताप 
३ 


च 


1 
५] > ५ > 





५१८१ 


कोज्या ताप 


= ज्याय - 


५५ 


स चये 7 कोञ्या पताप = (१-ॐ१२ = 


इस लिये मध्यम मान = ॥ >€ इ = ल 
इस प्रकारः सेकडां उदाहरण के उत्तर सहज में निकटते है । 
२४५ खागा - (१ +य) का मान जानने के छिये सारणी । 
नीचे दी इड सारणी को दमने भोफेसर डिमागेन के चलनकटन, ओर चल- 
रारिकलन से छिया है । पोफ्ेसर डिमागेन ने इसको दर्षन तीय ओर यकर के 
चर सम्बन्धि पुस्तक ओर चखरारिकलन के अभ्यासार्थं पुस्तक ( जो क्रम से 
प्यारिस में सन्‌ १८२६, ओर सन्‌ १८१७ मे पफरराीसी मे छपी हे ) से छिया दे 
(11211५ (८8 {701611015 गत ्८ऽ € ५९८३ 111 {९९141९5 .11९- 
11611165, 2115, 1826. 4150 {22€1८1८८5 0८ 21८५] 11 ५९12], 
{22115 1817.) 
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| ९. स्थानातक ८^'जा- 
य॒  दा््गा(१+य) ^(-) ^+) ^~) नने के लिये अङ्क 


ब ` त च्रे दित च 
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इस सारणी मं (२) ऊध्वाीधर कोष्ठ में ०? ब्रृद्धिसरेय के मान १.०० तक 
लिखि । दूसरे मं उनके वदा रे लागा (१+य) का मान १० आधारम १२ 
दृदामटखव स्थानौ तक ल्खादे गा(+य) कामान य के०,९ कं भीतररूपसे स्प 
दोता दै इस ल्य इस कोट मं ख्धघुरिकिथके भानमे प्ूर्णा्ुको छोड़ दिया दे 
पृणौद्भः सवेज अपने मन से--१ वा इस में १० जोड़ कर ९ समश्च खेना चादिये। 
प्रायः ९ प्रूणाङ्क ही ग्रहण करना उत्तम दै जेसा कि चिकोणमिति फटो के खघु- 


चर 


रिक्थम्‌ क्रिया जातादे। 


तीसरे कोट मं पक दशमदव स्थान वद्धित संख्यां के ख्घरिकथों के अन्तर 
के अन्तिम अङ्गद । जेतेय=*२२ के सामने इस मं जो संख्या- ११४ २५७ ८४९१ 
हे इससे समञ्चना चाहिये कि खागा (३.२२१)-खागा(.२२० 


= - "००० १२१४ २७५७ ८४२ । 


चोथे ओर पचवं कोषस जरां तीन दरामटव स्थान से अधिक स्थानयमें 


हो वरहा का खागा(९+-य) स्म ठे आने के ल्यि दूसरा ओर तीसरा अन्तर 
टिखा हे (चखनकलटन का ८५--८दे प्रक्रम देखो) इसमे भी आदि के ददामट्व 
जोकि ० छोड दिये गये ह सर्वत्र वा ओर इतने दन्य रख दरामट्वका 


क 


चिद्व र्खो जिस मं १२ ददामटव स्थानदो । च्यव कोम तीसरे दरामटव 
स्थानके १ सेटेकर र तक करे मानम टशधुरिक्‌थ जानने के लिये क्रम से तीसरे 


क 


अन्तर का अन्तिम अंकदटै। जो तीसरे अन्तर के अन्तिम स्थानीय अङ्कके स्थान 
मे उत्थापन देने से सभो का तीसरा अन्तर वनाते ह परन्तु यदि तीसरे अन्तर के 
अन्तिम अङ्गका मान उसक्रे किसी अङ्क से न्यूनो तो उपान्तिम अङ्क मं एक न्यून 
कृर तच उसके आगे इसके उस अङ्क को रख कर तीसरा अन्तर वनाना जेसा कि 
"४६८, ओर *४६९ मे हे जेते खागा(१.४६०), खागा(१.४६९), खागा (१-४६२) - * 
लागा(१.४६९) इन का मान जानना दो तो -७२ के सामने का अङ्ग लेनेसे 
२,४,३,२,०,१,२,८,८ ये इए इन का उत्थापन तीसरे अन्तर (-२३८५) के. 
२६ 
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अन्तिम अङ्क के स्थानम देनेखे ओर अन्त के दो अङ्काो<, ८ के तीसरे 
अन्तर के अन्तिम अङ्क, ५से वड़ादोनेके कारण तीसरे अन्तर के उपान्तिम 
अङ्क ८ में एक कम कर देने से ४६१, -४२२;, - - - - ४६९ का तीसरा अन्तर वना 
फिर इनका संस्कार वीजगणित की रीतिसे धनक्रणके वश ७९० के दूसरे 
अन्तर में करने से नवो का दूसरा अन्तर वन गया फिर इनका संस्कार ७६० के 
प्रथम अन्तरम करनेसे सभोका पथम अन्तर वन गया ओर अन्तमं यके 
४६० मान मे जो खागा(१+ य) हे इसमें प्रथम अन्तर का संस्कार करने से सभो 
का लघ्युरिक्‌थ वन गया है। इन सभोंका करम पूर्वक न्यास ऊपरके चक्र में 
छिख दिया हे। इस पर से सव अन्तरो को टछेकरर चटनकखन के ८५-८द प्रक्रम 
से यदि गा(१५+य) के न्यूनतम मान का (जो कि २११ प्रक्रमसे यके 
७६९६ ˆ ˆ * ˆ मान में सिद्ध दोता हे) सक्ष ख्घुरिक्थ ऊे आवो तो 
९* ९४७२३९.१७४३२९३०४० इतना आता हे । 


(सय नु | ~ ~ ज = 
२७] | इ य ताय इस यूर के दूसरे चर मे यदि बड़ी सीमा ०्८क 


चस्य न हो किन्तुअक त॒स्य हो तो खण्डचटखानयन से 
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सान्तचदखानयन । ५ 


^ 24 ~? 
| दय? --ताय 


© 





अगद अ अः 
{ क न+ १ (न+ १)(न + (न + १)(न +२)(न+३) } 
| ~य न- ताय 


1 {१ (न-?) (न-२) , (न - =-= ~ रः ) 


यदि अ<१ ओरन बड़ीभारी संख्याहोतो पदटीश्रेदीका ओर यदि 
न<-श्सेओरथअ वङ्ाददोतो दूसरी श्रेदी का आसन्न मान जान सकते -दो। 


्सेनेके छोटे होने में दूसरी श्वेदीके सम पद्‌ ऋण ओर विषम पद्‌ सव 
धन दगे। 


अघः (% इ-गयन-? "© --यः न- य_-य न-? 
अव < इ य ताय >= | दयः ताय | हूय“ गा (न) 
6 र्य 6 


चि -य_ न-१ प ~ ~ 
इस चि | ° य ` ताय = गा(न)- 1 = इय ^ताय 
© 1 








| १ । | 
८ # -य_ न- -य _ न~ १ ~ <. 
यदि | = इय ` ताय=इ य. याङपर्की दूसरी श्रेढी के मान 
| य 
पर से मान लोतो इसका तात्कालिक सम्बन्ध निकाठने से 
य न- य_ न्‌-र२ -य न्‌ य न--9 
द्र = ~ (न-१) या+इ- यया -इ भ्य“ यी 
य न्‌- १ ख क क „ क क | 
इ य ` काभागदे देने से ओर प्र्चान्तरानयन से ; 
यया = {य-(न-१) }या-य - ˆ “ˆ ` ~ (२) 
समन्चो किं यया = (य-अः) या -य + क(याः यदह एक (३) समीकरण दे । 
४०४९ श ग या 
याः का भाग ~~ 
इसमे यदि याःक्ामागदेदो ओर लः च 
1 
यया-याः _(य-अ या, याः 
यग, -- जर = (य - अः) (१+ग ~= )-य(१+ग +कः 





4 
चा ययाः = (य + अ, + १) याए- ॐ = + य + गभ्याः 
१ 
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२२४ चदटटरादिकटन । 
कट्पना करो किं गए = क - अ१, क~ = ग?, अ~ = - (आ! + २) तो 
। क च म ~ न श # क क 
यया? = (य - अर)या१ - य + कल्याः यह ठीक पिके ही समीकरण के पेसा 
त अ न | $ ग्‌ या क र॑ 
उत्पन्न हा, इसम फिर य = १ + चन पेखा मान पूचेवत्‌ क्रिया क 
(4 = (~ 
ओर गर = कर- अ; क\ = गर, अः = -- (अ+ १) तो फिर । 
यया = (य - अः) या- - य + कः याः णेसा समीकरण वनेगा । यो वार चार 


क्रिया करनेसे 


र र २९ 
६ ४ गद्य 


२ + गश्य- "याः २ + गःय - -------;- >+ ---------- 
+ ९ + ग-य-व्या- ` र + गन्य ` ध्या 


र्‌ 








= गत्य -2 = ग्य -प 
+ ------ २ ------ 
९ गत्य - ६ ग-य - 
गा ~ = ग~ 
क ३ 4 ( ~ ~ २ 


इस रीतिसेया का मान एक वितत धिन्न रूपमे आता दै जिसका मान 
खाघ्रव से । 


३ ग्य: गम्य? गधय = > 
य | < ------- कये =-= ----~ ---र- #@ ॐ ॐ ध 
+ १+ + १५ इत्या १ 


अव (३) में यदि अर्=न-र=-न१ ओर क१-० तो यह दीक (२) 


समीकरण हो जायगा इस लिये अव जो गः, गर, इत्यादि पर से या काविततभिन्न 
शा =~-य न-? 


के रूपमे मान आवेगा इसका उत्थापन (१) मेदेनेसे इ य ` इसका 
© 


मान आ जायगा। यदि अ,क,ग को अ१, कः, ग! इत्यादि के मान जानने के 
चये साचा मानो तो 
गः! = क - अ, कः = ग?, अर = - (अ, + १) इन पर से 


4 - ~ 9.  .८-  दवा 
अ| न -(नः 1 १) न? -(नः धः १) न? -(न! + १) नः -(नः १९ १) इत्या 
क| ० -न (4 १-नः१ः २ <- नः दे २-न१ रत्या 
ग । -नः र १-नः २ र-न१ २ २-नः ७ इत्या. 


फिरग के मान पर से 
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सान्तचखानयन । २२५ 





^ (99 । २ न ~य न्‌ 
इ य तायनइ य 
१---'- 





य 
~ --------------- 
९ १ ~+ इत्या० 
=, ५ ~ (१--नः) य 
= १- + ?+ १4 इत्या० 


इस में यदिय=अ ओर अपक वजो संष्याद्ोतो वहत जचस्द्‌ आसलन्नमान 

शर ६ नय न्‌ ९ * क 

खृष्ष्म आ जायगा किर | = इ यता इसके मान से(१) समीकरण से 
र | 


(# इ "यः ताय इसका भी आसन्नमान आ जायगा । 
© 

अव इतना ही कह कर इस अध्याय को समाप्त करते दै कि इस सान्तचला- 
नयन से अनेक चमत्कार प्रकार उत्पन्न होते है इसी लिये गणितज्ञ खोग आज तकर 
कु न कु विचार करते ही चे जाते ह । इसमे प्रवेरा होने के लिये जितना 
हमने दिखलाया हे उतना द्वी वहत हे। 


{र्च्‌ क्रा) 
४ ~ 
4 र 1 = ५/2 ` =° ,@ 
कञ्याष 
अ ताय च कः 
--- गय ---- = ईर ५८८२-१ 
/ +य + (अ ~+ य) 


9 ताय ए दि अग ९ 
वव यदि अग7 क 
1 अ + रकय + गयः अग-कः) द्‌ 


= 00 


श = २। 
स्न २ ~¬ ------------ 
1 यः (१९-य)ः ताय नतत 
© 
९य्‌' ताथ ~ 
| य' ५१ य }* ताय = दःऊःररङ₹ 
8 ¦ 


म्‌ 


त्र 
द। | ज्याः -्यक्ोस्या यताय त्त ९, लल 


© 
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३२६ | 
चलराशिकलन । 
0 न 
७। -- < 111 ४.६ 


~ सं 8 ----- भरन - ट, ~ ट 
© ( अ¬ कयः) १ + दू इन १ श 


१ | य ॥ 


0 ता 7 
१ = -----~~~ 
5 (अन-यन)नः नज्या 
1 = 
य + अ ट्यः (न 
| षः १ ‹ क) २३ क (अ+ क) 
१९। <> ताय ४ 
ह १-य' ल ध 
॥ स्प^पताध्र = 7 
यामन क ~ 


२३ ({य'+य-मताय 


~~~ प्प. 
य ~+य-न य 


० (~ 
रनकरोल्यपिि षद नत्म 


00 ङ्अय 6 
` ` इ्वद-न्य---“ ताथ -काञ्यारकोज्यार 
कार्याञअ + कोल्याक्र 
= यद्‌ अ~+स् 
१ ५ 1 / < (इ ध्य च ४) ~ [च ऋ) ह ष 
6 इन्व दन्य ताय=- ज्याक 


क)।ञ्याअ + कौउ्याक 


= ङ्क्य ~ 4 -क्रय 
 इण्वदजन्व डे -7्यं क(ज्याअय ताय = ( 


यदि क 
४ इन्व काञ्याअयताय = ~ -ज्याक 
इ + रकौज्याक् फङ्-ज 
यदि कर <- 4 


१८५ "00 इक्य +~ -कय 
द्‌ इन्यत -व- ~ = ~ ज्याअयताय = २ = डा ~ =-अ 
कोज्याकर ‡ दअ 


५१ 
~ 
ह 9 
| 
# 
९ 
क 
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सान्तचदखछानयन । २२७ 


अ 








१९। | ताय = 7कोस्पथ7८ ~ ~~, यदि अ १ 
& | दखा(१+ ज्याअ कोञ्याय) 


चनः इसका मान क्यादहोगा 


5 
उ० १७ (अ क्रे वदा से तात्कालिक सम्बन्ध निकारो) 
०० इ-यक्रोङ 
1 ------ ताय इसका मान वता उ० स्प -' (म) 
ध 


० दा(१ + अध्य) । ~ 
२ न्न इसका क्या मान डाग 
९२९ | र क्व्यं प्र इस्क्राक 1811118 


=० १ ~ अक 
उ० -- व 
क ०.५ क्र 


(अके वासे तात्कािक सम्बन्ध निकारो ) 


सिद्ध करो कि 











१९ यअथ-१+य-“ ताय अश 
~ ~ र 
२४। | ्द-- (84 
© 
7 ताय पए 
२८५ | ° ठलखा(१+कोल्याअ कोञ्याय ) च्च्य ३ ( ६ अ) 
८ 
ग टः न 
[~~~ = ~ 
ध ९५य ४ कोञ्या अण 
© 4 
८ यः -- अः) ८३ - अ+-कः ` 
२७ 1 - (य ताय = द ड 
यः+ कयः+क 2 
ग > 
२८। | नय^्न-षट्रयः ताय = १ 
©. 
२२९ (२ रकोञ्या (आअस्पय) ताय =ण्प्ड्-> 
6 
छेयताय ् १ ९ 
५, चर रो क्कि त नि 6 म् ~ न 
३० सिद्ध करो कि | + कर्स्प्यं) च ( अकर ` ` अशक्त 
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२२८ चटखरयाशिक्रखन ! 


दि रि मि रिक सिके) => रच 


३९ सिद्ध करो कि | ९८८ (रस्पष) ताप 
८ 


{1८ २-१}, मानदो कि स्पष~=य 


(1 > 


> 


३२। सिद्धं करो कि | ° \८ (कोस्पष) ताप = (-त्स्-[+ सा {\८२*+९ } | 
5 
(~ =, (~ --अव्यः ( य्‌ क 
३३ सिद्ध कयो किं कय ई 2 4 | पङ ताय =-=, यदि य = % 
6 


३४। यदि फ (य, = फ(य भय) तो सिद्ध करो कि 





० ताय 1 ९ ताय 
| यफ़(य, >) यफ(य,+ न 
© 
३५] सिद्ध करो करि 1 <प्टूकोञ्यपक्नेञयाव (ऊप्राताप)य = रण 


(डमादवर फ सिद्धान्त से कोञ्याष, कोञ्यारप, इत्यादि के रूप मं इसके मान 
तुर्य एक शरेदी वना कर चलानयन करो) 





^ ग गा ग ) 
2 क क क्रि ~ नत 2. -र-- 
२८६ 1सद्ध करा 1 * ज्याः पताप ( ` ना( जद 
© 
(न्न 
३७ सिद्ध कसे कि गा(ल्‌)गा(= +) = ~~क्च्ट गा(न) 
र ति र ज्याम-ध्पकोञ्या-- "पताव --गा(मगा(न) 
~ कि च्यव + कक्रोञ्या घ)" रअकःगा(म+ न) 


२९ सिद्ध कये कि | ^` इ -यकोञ्याकयम- ताय 








© 
_ गाम)  कोज्याम { स्प क 
(अः+क) 
गाम) क 
(अः + क) ~ 


4 11 
1 द-भयगरम-पताय (म) 


॥ $ 
अम 


इसमें अ = अ - क \८-ट्‌ मान सम्भाभ्य, असम्भात्य कों वरावर करो) 
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सान्तचटखानयन । | २२९ 
क क. 09 ज्याय (- 
४०। सिद्ध कसे किं | = | = या 
य य 
© © 


गा(न) 





७१। सिद्ध करो कि 1 ^ कोञ्याकय यन-ताय = कोज्या-- 


/ ® गा(न) _ 
| ज्याक्रय यन-‹ ताय = शा ज्या = 


© 


कोज्याकरताल 


| क । ० 0 
४२ सिद्धकयो कि | = 


१९ _ (० यनताय कन! ए 


गान). कः + यः ` गा(न)स्कोज्या क 
० _ ज्याका _ _क (ए 
खत गान) रज्या न 


© 
४३। सिद्ध करो कि | इ ररतार = ५८ ष 
४. द 
< 1 ॐ 
७४। सिद्ध करो कि ह यः -ईइ यः )ताय = (क-अ)५ 7 
७ 


० _ ला(१-रनकोज्याकय + नताय ___ 


४५। सिद्ध करोकि | 


यदि न < १ 


2 | ०० १ + रनकोज्याअथय +- नः ताय 


४६ {सिद्ध कये ड २ + रनकोज्याकय +न य 


यह कम से 


२ ला(१+ नोला-क-, रला(९+ त) ला इसके तस्य होगा 


यदि न < २) नर 
(फ़टलानी का सिद्धान्त देखो) 


४७ सिद्ध करो कि खाय + च ) = 7 ला(र) 


१य 


(य = स्पष एसा मान कर आगे क्रिया करो) ` 


द -भय--द् -कय्‌ र प्य र्भ प्क र्ती 
४८। सिद्ध करो कि | ताय = खा (= त कः 





२.७ 
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२३० चटखरारिकलन । 


(क अ ध । म न न 
८९. {सद्ध करा 1 के | ९ य _ ताय ~ ह 
= खाय य द्ग न 


( लाय = र मान दूसरा रूप वना कर परुखानी का. सिद्धान्त गावो ) वा 


। ४५ ५ 
द्विगुण चखानयन | ^ यभ-रताय ताअ इसका करो ) 
ग © 


५०] सिद्ध करो कि | ढं [ \८ (स्पष) +-\८ (कोस्पष) } ताप = -” 
© 








२.५२ 
५१। 1सद्ध करो एकर | इ्ज्ः ए 
5 -च्ाज्या षव + कल्याष 
ठ 9 
३ कोज्या नए | 
प (. > इ~ 


यदि न < १ 


५२ सिद्ध करो कि लः | {| = = ता ~ 
# ॐ न इ 4- १ भक % श 
इ का अंश हरमे भाग देकर छघुरिक्‌थ की श्ेढी से क्रिया करो) 


(~ >~ ~. (° ९८य लाय 
५२। सद्ध करो कि | 7 तय 
< य) 





$ क धः १ प [त 
+| [सिद्ध करा क 1 ॥ लवन ताय 
& 
= गा(द)गा(म) ९८१ 
गा(द+म) क^(क+ग)ः 
.:5 <+ 1/7 ज्या -्व ताष 
५८१ | व्र ^~ ~ = र 
१ एल करा भि (अः! + ककोज्याष्र) 
गान) (अः- कः) 
सिद क 1 यम-°ताय श्र 
५९ वनम = ~ ~ 
५७] सिद्ध करो टि 
ॐ २८९ यन -श्ताय | ९ ._यम-'ताय 
= -----न- = र त्यन् 
„+ (१+ गय) (१-य) न (१-य न 
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सान्तचदानयन । २३३१ 


ज्या अय ज्यागय 
य 





क कन 00 
५८ सिद्ध कयो कि 1 ताय इस का मान अ, ओर 7 


के वासे ० वा ¬+ > अथवा + > होगा । 





9 अः ~~ 
५९] सिद्ध करो कि | तक (र 
4 


2०] सिद्ध करो कि 


= २, अ कोज्याष नज 
{6 द (्य + यर) कोज्या { (यः+ यद) ज्याष } ताय 


© 


^/ 7 =->अकोर 
~ तन कोज्या { रअज्याप + } 


00 
ओर -( य + --) कोज्याष 
© 


= /-7 --र्अकोञ्याष 


या { (यः+ ) ज्याध } ताय 


या ( रेअज्याषप + प) 


( ५स्व प्रक्नमंक के स्थान में कोञ्याध + ज्याष\८- र का उत्थापन दे कर 
सम्भाव्य ओर असम्भाष्य को अग अलग वरावर करो ) 


६९। सिद्ध करो कि ( १-यः) कोज्या गय ताय गं 
- © 


तयं 
दर सिद्धकयो कि १--य.+-य__ य +... 
„ + २. २. २ न्न [- न 


प्रर 
= -> | ` कोज्या ( यञ्यार ) तार 


६२३ सिद्ध करो कि ॥ | ज्यायज्या-' (ज्याय उ्यार) ताय तार = इ(₹- 


(+~ क क क -1=1। ४ ५ 
६०। सिद्ध करो कि || ® कोज्या (कयं नं } ताय = गन + ए करो्या (९) 
© 


~. १ दलाय ताय 7८ 
८५ ण श्र नम आक == व 
६५ सिद्ध करो क| र्यं र 


द| लिद्धं को कि [- " ल्य - ~ - 
-6 य 
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२२२ चटखरारशिकख्न । 


=- [रन~-९ [ १+ -ल- + -=--+ 


ताय 


2.७} ` सद्ध कर क | ५८ (रञय-य १7 यरे 


= श्म दे१(ग, २), जदा ग 
{ २४ प्रक्रम का (२) ओर २७ प्रक्रम का (४) उदाहरण देखो ¦ 


६८। जिस वक्र का अक्षीय समीकरण श्रु = गज्याषर कोञ्याप यह ह उसमें 
प° ओर ष=‡ के वीचमें श्रुति का मध्यम मान निकालो। उ० ~ग 


# 


2९। सिद्ध करो करि 


द 


द "~ञच 
०० नप्र च १ क २के ईक को ॐ २ 
द ताय = = =-= ~~ न 
| >^ ॥ २अ १ +~? ~+ २ + + ४ २ ~~ °*** अद्षक यअ 
७०। सिद्ध करो 


* -१ -- - ~-? ~ ~ 

~ (८ [2 ५ य_य र्यस्य य्य येय 
(यतताय धि लाय ४ # # @ 9 ४ 

र | ष ५ १ २५५ 








य॒ 

७१। पचस अंगु आधार पर जो वगोकार एक रूमाख थी उसके वीच में 

एकर किनारे से दूसरे किनारे तक एक छड्के ने एक रदी खार रोरानाई से धारी 
करदी। धारी के प्रतिविन्दु से सामने के भुज पर रम्ब डाखातो छम्ब कामान 
६५८ य उदरा तो कम्बो के मध्यम मान तुध्य म्बन यका कया मान होगा । 
एक कोने से छम्ब मूक क!( अन्तर य हे | ॐ० य = ११२ अंगु 


इति नवमाध्याय । 


~ 
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च, 


पिधित प्रकीणक | ` ३३३ 
अथ दरामाध्याय । 
मिभित प्रकीणंक। 


२७७ दे चे पक्रम के अन्त मे सिद्धहो चुका कि यदि सीमा स्थिराङ्क 
~ क ८ लः 
हातो | || फ(य,र) तारताय = | ॥ फ (यर) तायतार 
ग «( अआ 


घ 


@8 =^ 


परन्तु यदि इन सीमाओमेंसे कोईदो चहो ज्ेसाकरि दवें पक्रममें. 
दिखखाया है तव कैसे कम को वद कर चलानयन करना इसके लिये एक उदा- 
हरण दिखाते द । 


अ अय = + 
| | \८(अ -य) फ (यर) तार ताय इसमे कम को वदटने की इच्छा 
© < 


ठे । अ्थौत्‌ जहाँ पदे र के वशा से चखानयन किया गया हे व्हा पञ य के 
वरा से किया चाहते हं । 


यहाँ यदि विचासरोतो रकी सीमा ० ओर..८( अ~यः) है इसलिये कह 
सकते हो कि जिस चत्त का केन्द्र मूक स्थान ओर व्यासाद्धं अ है उसके परिधि- 
चतुर्थांश के प्रतिचिन्दु तक रके मान मे पटे चर्‌ निकाखा गया हे फिर र अक्ष 
ओर उत्त के योग चिन्दुसरेठेकरयके अ तुस्य मानम चर का मान खाया गया 
हे । इसलिये यदि ख = फ(य,र) यह पक घनपृषट का समीकरण कर्पना करे तो 
ऊपर का द्विुण चख १७४ वे प्रक्रम से एक धघनक्षेत्र के उस खण्ड के घनफर के 
समान हे जो इस उत्त पादं के परतिविन्दुसे छम्ब खडा करने से छम्वा््रो के 
भीतर है । इसखिये यदि अव क्रम वदना चा तो चत्तपादं के भीतर पदे य 
की सीमा ° ओर \८ (अर) होगी फिर र की सीमा ° ओर अ दोगी इसचिये । 


|| = | “^ (न -च ) फर) तारताय = अ [१८ (जं २) फः ( चर } तायतार 


पेसा होगा । 


क्रम बद्खने से क्या अभिप्राय ह इसके समञ्चने के लिये केवर ऊपर उद्‌ा- 
हरण दिखाया गया है इसके चये कोई विधि नहीं हे उदाहरण के वशा बुद्धि- 
मानों को चादिये कि क्रम वद्लने मे सीमाओं का ज्ञान करं । 


२७८ ऊपर फ़ विषय का पक ओर उदाहरण दिखाते ह । 
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२३२७ चखरारिकटन । 
ञं 
| | | फ( यरु ) तार तार ताय इसमे रम को वदटना हे । 


यहा सीमाभां के देखने से वोध होता है कि एक सूची के सीमा्भो के भीतर 
चखानयन किया गया हे {जिसके सीमा्था के धरातल काकमसेक=०, लर, 
` र= य, य==अ, ये समीकरण दं । 
इसलिये करम वदल्ने से 


` र / [र फ़(य,र,र)तालतायतार 
© र ५ 


अ अ 
॥ र फ(य,र,रु)तायताङ्तार 
© © ््‌ 


अ | अ 
॥ | || फ़(य,रःख) तायतारताख 
७ 


त्र 


[अ [ | ` फ(य,रुख) तारताटतध्य 
9 © ॐ 


| 1 (# फ(य,र,) तारतायताख 
© ल्ट ल्ट 


ये पाच भद्‌ होगे । इन पाचों से वही चरु आवेगा जो कि दिये हुए फट का 


(न (4 ब्‌ 
चर होगा । यदि फ(य,र,ल) के स्थानमें १स्खदटोतो छो परसे ~~ यद्यी मान 


प्रतीति के योग्य आ जायगा । 
२४९ ././८ रातारताय इसको व ओर रा के रूप में वद्र देना ट जय 
दा, य ओरर काफल दे ओर 
फ़, (य,र,व,दरा) = ०, फर(य,रःकवःरा) = ०) * ° ˆ * * " (१) 

यँ पर इतना समश्च छेना चाहिये कि ^. रातारताय इसमे र के ज्ञात 
सीमा्भो के भीतर चखानयन कथा गय! दैजो सीमायकियकेफरदै ओरय 

की सीमा भी ज्ञात है ओर यह भी जानतेदहं कि स्थिर हं। 
( १) इसके दोनो समीकरणं पर सरे चव की उन्मिति जान उनके साम्य से 


स्पष्टे किर = फा(य,रा) (२) एेला होगा । 
इस पर्से तार = फा(य,रा) ताश जहो पफा(यःश)य को स्थिर मानं 


शा के वदा से फा(य,खा) का तात्कालिक सम्बन्ध हे । 
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मिधित भकीणंक । २२५ 


र, ओर तार का यह जो मान आया है उसका उत्थापन ./८ चातार मे देने 
से ^ चा. फा (यरा) तारा पेखा होगा जहाँ शा, यह शाके मानमे रका 
उत्थापन देनेसे शाका रूपान्तर है। इसलिये पटे द्विगुणचटानयन का रूप 
„^. शा, फा(यःश)ताराताय देखा होगा जो र के ज्ञात सीमा्ओं.पर से शा की 
भी उचित सीमा (२) समीकरण से विदित हो जार्थेगी । 


आगे अव समघनो किं उदाहरण के रूप के वरा से जसा करि २७७-७८ क्रमो 
मे दिखा आये ह ./^./^ चा, फा (यरा) ताश ताय इसमे उचित सीमा्भो के 
भीतर क्रम को वद कर ./^./^ राः पभ (य,चा) ताय ताश इसका मान जान 
लिया अव चाहतेदैकिय ओर तायको उड़ादं ओर उसके स्थानम व ओर 
ताव आ जायं । 


(९) के समीकरण परसेर कीदो उन्मिति जान कर उनके साम्यसरेयका 
न = ( ( 

मानटखेआवोतो स्पष्रेकिय = फि(शःव) --- - (३) दोगा फिर इसपर से 
ताय = फि (काव) ताव, ज्या फि(शःव) व के वरा से फि(शा,व) का तात्कालिक 
सम्बन्ध हे । 

क ७ 8 1 [र] 

दविगुणचर का जो ./.⁄^ शा! फा(य.रा) तायतारा यह रूपान्तर है इसमे य, 
ओर ताय के मान का उत्थापन देनेसे 

1 [क ५१ ॐ 

/./^" छरा फा(य+च) फि(श,व) ताव तार जहाँ शा के मानमे य के मान 
का उत्थापनदेनेसे शा आया हे ओर फा(यःश)के मानम य के स्थान में 
फि(श,व) का उत्थापन दे देना हे । 

यदहो य की जानी इडं सीमा पर से (३) समीकरण के वरूसेराकेरूपमें 
व की सीमा विदित ददो जायगी । 


(९) से ओर चखनकटन के 


ताफ नार ८ तापर ताव + ताफ _ ५ 
तार ताश ताव तारा तारा < 
ताफ> तार ताफ> ताव 1 ताफ३ _ ^ 
तार तारा ताव तारा ताश 
ताफ? तरर ताफश ताफ तदर्‌ त्‌फ२ 
ताव न्मिति से तार ता ताञ्च तार ताश्च ताश 
व की उन्मिति से तकः न ताक 
ताव तानब 
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२२६ 


इस लिये -ता~ = प॑(य,रा)= 


ताद 


चखरादिकटन । 


ताफ९ 


(रोतो 


तादय 
ताफ 
ताव 











ताफः  ताफ५ ताफः 
ताव ` ताब ताश्च 
त।फ> = तफ ताक 
तार तार तव 


तात्कालिक सस्बन्ध छेने के अनन्तर र ओर व के स्थान मे उनका मानजो य 
आओरदराके रूपमे आथादे रख देना चादहिये। 


इसी तरह (१) से 


ताः ताय 
ताय तफ 


ताफ़> ताय. 





ताय ताव 


तापर तार 
तार तव 
त्‌ करर तार 
तार तवि 


ताफ. _ 
ताव 


3 


ताफः _,, 


तव 


क तार्‌ कष की 
इस पर सेतत को उन्मिति जान कर 


ताफः 


ताफ> ताफ; ताफ- 
तार त तात ~~ । ( 
ताक ताक ` ताक तक्र = क दाव) 


तार ताय ताय तार 
ज~ 1 ज~ 
इस चये फा (य,दा) पि (शा,व) 
ताफ-~ 
ताद 
ताफ- 








ताय 
ताव 








ताफः 
_ तदा 
` ताफ, 
तार 


ताफ- 
तान 


ताव 
ताफः 














इन सवक्रा उत्थापन देने से । 
ताफ> ताफ१\ तफ 


ताक ताफ> _ ताफ़१ त।फ२ 
| | शातारताय = | 


ताद्य तवि तार 
तफ९ ताफर२ _ ताफ९ त।फर 
याँ भी तात्कालिक सम्बन्ध छेने के अनन्तर य ओर र के मान का उत्थापन 
दे देना चादिये जोकिव ओरदराके रूपमे आये ओरराकेमानमेंमीय, र 
के इन्हीं मानां का उत्थापनदेदो। 
यदि (९) समीकरण का रूप 
फ(य,र,+व,रा) = य-फीः(च,रा) = ०,र-फीर(व,श) = ०, = फर(यःरःवःशा) -“** (५) 
एसादहोतो 





तावता (४) 
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मिभित प्रकीर्णक । ौ २३३७ 


ताफ ९ ताफ -० ताफऽ ~ ^ ताफर 
ताय ` तार ` ताय ` तार 
दस का उत्थापन (४) मंदेनेसे 


तापी तापी ताफी, तापी 
दा तारताय = रा ५ --- ---- - ---' --- ~ | 
1 श | | रा ( -ताव -ताशं - ता" -ताचः ) तावता 


= १, 


यदहो (५) वंसेय, ओररकेमानव ओरराके रूपमे जो निकटगे उनका 

पन रामेंदे देना चाहिये । 

यदि (५)वेसेय, ओरर के रूपमे फी(व+च) ओर फीर(व.रा) का मान 
जानकर तात्कालिक सम्बन्ध निकारो तो ऊपर का समीकरण नीचे लिखे समी- 
करण के समान होगा । 


` ^ । , ताय तार ताय तार 
रा तारत य न ये = जय = #@ ® द 
1 | ५ 1 | रा ( ताव ताक्ञ ताश्च तत्व ) ताश ताव * * * (द) 


यदि (१) समीकरण का रूप नीचे लखि केपेसादहो 
व - फु१(य,र) = ०, रा- फुरय,र) 0, ~ (७) 
तो ऊपर दही की युक्तिसे 
| || भ | ॥ रा तावता रातावतारा ` 
ताफुः१ ताफु> _ ताफुः ताफु, तावताद्च ताव ताश्च (८) 
ताय तरर ताय तार्‌ ताय तार्‌ तार तय 
नये चो के यदि सीमा परसिद्ध दो जार्ये तो (४), (द), ओर (८) चं से नये 
` चर राशिके वशसे दिगुण चल का मान सहज मे सिद्धो जायगा परन्तु 
~ ॥ क ७9 ५०/ क 
^ शा फा (यरा) ताश ताय पर से क्रम वदने मं जदा कठिनता आ पड्गी 
वहाँ पर ये सव वेकाम पड़ जार्येगे । 
२५०] ऊपर के पक्रम की व्याप्ति दिखाने के च्िये कुछ उदाहरण. 
दिखराते हे । | 
ग (ग-य = = 
(१) ॥| व रातार ताय इसको वराके वरा से वद देनेकी इच्छा 


~ 2 
दे जहटाय+र=व, र =वरा। 


क 


० ७.9 = क~ क क 
ऊपर के प्रक्रममे जेसा लिखा हे वसी सव क्रिया करने से 


दाय < तार य 
=-- ओर - --- । 
ध १-रा ८ "ताञ (१-श)* ` 

२८ 
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२२३८ चखरारिकटन । 


च ग्‌ "य क 
जव र =° तव शा=० ओर जवरनग-य तव शा= जन + इस ल्य 
पहले र को कदटने से 
गृ-य्‌ 


| ||" २, २ 
| 1 रा९य(१ - खा) ˆ ताद्य ताय पेखा इञ । 
© 9 


इख द्विगुणचख का २७७ परक्रम के ष्टेस यदि स्वरूप विचारे तो ग व्याघाद्ख 
से जो चत्त वनेगा उसके एक्‌ व्यासरेखा को य अश्च सान ओर उसके एक अन्र 
से सुज गणनाकरेतोराका मान, उस कोणकी कोरिञ्या होगी जो चत्त के 
कोत्यग्र पर केन्द्र से गद रेखा ओरय अश्च से उत्पश्च होता दहे! इसलिये एक 
व्रत्तपाद्‌ के भीतरराका मान ०्ञ्दैर २ के भीतर होगा अरय की सीमा० ओर 
ग(१९-दा) के भीतर होगी इसख्यि यदि उपर के द्विगुण चर मे क्रमको 


चदटे तो 


"1.६ 


१ (ग(१-श - पेसा ट 
| 1 (६-*) छा.य( १ ~ दा ) रताय ताश देखा होगा \ 
© © 


अव्‌ इसमं दिये इए समीकरण से 
य = च(१-रा) ओर त= १९- दा ओर जव य=० तव च=० ओर जव 


य =ग(१-दा) तवव=ग इसलिये उपर के दिशुणचरुका रूप 


र ग ह 1 छ 
खा व ताव तादा एेसा इभ । 
68 6 ॥ 


(२) „^^ दा तार ताय इसको श्रु, आओरप के साथ वद देना है जं 
य = श्रुकोज्याप, र = श्ुज्याप । 

यहां मान छो किदा=प ओर वनश्रु टे तो २४५९ परक्रम के (६) वं 
समीकरण से ¦ 


त ता ज्य यन्या 
तवर तान ` ताश्च तव = धक्ष्य ज्याच चु 


इसचिये ऊपर के द्विगुण चक `का रूप „८.८ शा श्रुताश्रुताप पेखा इ । 
इसे यदि विचारो तो १७८ वं प्रक्रम मे जो घनफल जानने के लिये अक्षीय समी- 
करण पर से पकार छिवादेउसीके समान दे। सीमा का विचार अवदय 
यहो पर कर टना चाहिये जिसमे य ओर रकेवरासे जो अवयव आयेदो वेदी 
अवयव व ओर शाके वद्ासे भी आ जार्थ। 
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मिधित प्रकीणंक। ३३९ 
इसी मं यदि दा = फ(अय + कर) तो उपर की युक्ति से वदटने पर द्विगुण 
चख का रूप 
„^. फ़ { ज श्र कोञ्या(ष - अर) } श्रु ताश्चुताप रेखा दोगा, 
जदो ज कोञ्याअ, = अ ओर जज्याअ,=कर। इसमे यदि षप~-अ्=्पतो 
द्विशण चखक्रा रूप 
[| फ(ज श्रु कोञ्या प॑)श्रुताश्रु ताप, फिर इसमें मान खो कि 
श्ुक्ोञ्याष = य ओर श्रुज्याप् = र तो इसका रूपान्तर 
| [ फज य) तारः तायं पेखा दोगा । 


(एक एक को सिर मान कर तात्कालिक सम्बन्ध निकारो जेसा कि २५९ वें 
प्रक्रमम कडा दे) 


स्वर चिह्न को उडादेनेसे 


1 | फ (अय + कर) तार ताय = || [ क(जय)तार ताय 


जाँ जः = ,^ (आः + कः) ओर वायं पश्च की सीमाओं पर से उदाहरण के 
स्वरूप से दहने पक्च मं सीमां का ज्ञान घायः दो सकतादहे। 


(२) १५२ वं धक्रम से किसी घनक्षे्र का पृष्टफट सिद्ध हे कि द्विगुण चख 
कैरूपमं 11९८ (५ (क ) + (वाल) } तार ताय पेखा होगा इसे ताप, 
ताप^ के वदा से बद्‌खना हे जटां 1 

ल = श्चुकोञ्याप, य = श्रुज्यापकोञ्यापः) र = श्युज्याप्रञ्यापः 


पृष्ठुके समीकरणसे कु,य ओरर के रूप मं आजा्रगा इसयियि खक 
स्थानमेय, रक फट रख देनेसेस्पटटेकरिं प, पका कोड फट श्चु दोगा इस- 
लिये पहखे तार ताय वदखने के लिये २९ वं प्रक्रम की युक्तिसे पदटखेषप्को 
फिरपको स्थिर मानयखेनेसे 











-ताय _ ता ज्याप कोज्याष, + श्वुकोज्याधकोञ्यापः 
ता ता 
ताय्‌ = ता ज्याप कछलस्यापर्श्रुञ्याव ज्याघषः 
ताप ता 
<| 
तार _ ता र स्य + श्रुकोज्याप उयाप, 
ताप ` तापर 
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२३५० । चखरारिकलन । 


= ~ = द ज्याप च्यापर्+श्र ज्यापकोस्याष 
(न ऋक षः क, चु 
ताप, ताप (: ॥ 1 ष्‌ 
चये ताय. तार _ ताय तार ताश्च 
इस किय ताव तातं , ~ -ताच, तापं = चज्याष (श कोञ्याप्र + तुरतरज्याष) 


इसय्िये तार तायको दया कर उसके स्थान में 


श्रुज्याप्र(श्र कोज्याष + न ऊ 





याध) इसे रख दो। 


की 


वदलने के लिये पक्र पक को ख्थिर 


भव \८ { १५ (ता + (नार } इस 


मानने से चटखनकटन के ददे वें पक्रम से 
ताड ताति तालतार 


ताप तायताप तारताप 


ता _ ताल ताय , तालं तार 
तापः ताय तापर्‌ तार तापः 


~ ता _ तश्र 





>| (स छ ज्य प्र 
{र ताव तत्त ऋ{ञउ्ग्राप - शर्या 
ता ताश्च 

का = ड प्र 

ताव = ताचर का 


अव इन पर से? का मान खे आवो तो एक भिन्न दोगा जिसका भदा 


तख तार तारॐ तार 


तापताध, तापः ताप 


तट तार्‌ 


व तः == 


ताप तप 





श्रु 
= -- धुल्याघ, तान - + शुज्याकोज्यापकोज्यापः तान - शज्या कोज्या, 


ताय तार _ ताय ता 
च य निकाय मा) "पोर न्च च 
ओर दर तां ताव ~ तात कतां जिसका मान अभी ऊप ठे आये हे । 


दस तरह से , 
= शरुज्यापकोज्याधकोञ्याष, ल < - शरुञ्याप, तम =. - शु्या्पकोज्याष' 


ता शरुञ्याप ( श्रुकोज्याप +ज्याष 
दसी तरद से 





ताप 


। 
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मिधित परकीणेक । २४२ 


ता ता 


श्चुकोञ्याषः ग 





+ श्रज्याप कोञ्याप ज्याघ, ~ श्रुल्यापञ्याप् 


ताटख 
तार 


ता ) 


श्रुख्याष ( श्रुकोञ्याप +उ्याप 
याप ( श्युकोल्याप +ञ्या जं 


जी 


इसलिये १4 (चन) + (गर) 


श्र'स्याप~+श्रः ( = )*+श्ुज्याप ( नन ) 


श्रज्याप (श्कोञ्याप + ज्यावर नन ) 


इस लिये वदे इए द्विगुणचट का रूप 

| [५८ । शु्ज्या्य ( 1 ) +ज्याप ( नन ) ] श्रुताप तापः 

ठेला इथा 1 | 

यही १५५ वें पक्रममे भीरिव आयेदं। 

२५६। इस प्रकार से द्विगुणचल का जो परिवत्तन किया हे उसे श्रेचररीति 


कि 


से भी दिखा सकते दे। 
(4 








शु 
कस्पना कसो किं ८/८ रा तार ताय यह एक द्विगुण चर दै जिसका मान 
आकागाधा सीमा के भीतर जितने य, ओर र दहै उन सवके चदा से निकाला गया 
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२५७२ चटखटरारि कलन । 


टे । मानो फरिय = फः (वाश), र= फः (कदा)... (१९) जाव ओर दा नगे 
चट दें। 
(१) से कर्पना करो कि 
व = फा^(य,र), रा = पास(खर) ˆ“. " (२) 
अव इसकं परे समीक्ररणमे यदिवके स्थानमे कोर स्थिराङ््‌स्खदेतो 
कड सक्रतं दे के यह एक कोड्‌ च्छ का समीकरण शोण इसलिये नये नये 
स्थिराङ्का के रखने से इस समीकरण से एक वक्रो की श्रेढी उत्पल होगी । सान 
खोक्रिवके स्थानमंणक स्थिराङ्कको स्खदेनेसे आपवगावक्र का समी. 
करण उत्पन्न हआ । आपवगा यह णखा चक्र हुआ जिसके पतिविन्दु पर 
फाय,र) यदह एकर स्थिराङ्क के तुद्य होगा । इसी प्रकार से ससन्चो किव क स्थान 
मव+^ वके रखदेनेसे दूसरा भामसगावक्रह्ुभा। इसी तरह से (१) सें 
क क ` {न = न क [3] 
दूसरे समीकरण से समंश्ोक्रिरसे एकव्क्रकापमघ्ाओरदराके स्थानं 
० (8 (व \ 1 ० (~ 
दा+^राके्खेदेनेसे दृखराकावभघा वक्र इुा। अवमानोक्रिप विन्द 
काञु=य, ओर कोटिर हे जिनकेवशासेवमम बिन्दुओंके अरुज कोटिको 
जानना हे । 
चक्र के समीकरण से स्पष्टटेक्ि शाके स्थानमेंदा+^ राके र्खदेने से 


दि ) उन 


च विन्ु के भुज कोटि दगि। इसलिये यदि ^+ दाका मान वहत दी छोया मानें 





तोव क्र युज कोटि के मान (१) सेक्रमसरे य+ ^ रा, ओर र + तर ८\ हा 


इसी तरह व के स्थानमंव+^ चक्रे रखदेनेसेम कफे मुज कोटि के मान 


ताय 
तवि 


क को क 


(६) से ओर ^ राको वहत दी छोटा मानने से य + गव ओर र+ तार च 
व 


होगे, वके स्थानम व + ^ वओरदा के स्थानमेंश+.^राको रख देने 


सेभकञजकोटिक्रमसेय +? ^ व+ ता ^ शा ओर र + ताच^व + तर्‌ /\ च्चा 
तर 


कं छागे, । इन चारो विन्दुं के अज कोटिके मानोसेस्पष्रहोतादेकिये 
चारो चिन्दु पक समानान्तर चतुभज के कोना पर क्रमसे स्थित है जो चतुर्भज 
अत्यन्त छोरी दशा म वक्र चापीय चतु्चुज दहो जायगा ओर उसका फट यदि 


क्रोणीय अज, कोटि केवदरासे ठे आवोतो 
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मिधित प्रकीणंक। २४३ 


ताय तार्‌ ताय तार्‌ 
== (लव तन्त = तत =>) श ^ व यद दोगा) 


च्छ 


इस लये .^. ^ रा तार ताय इसके स्थान में 


ताय तार तायतार < ते सा ठि 
+ | [शं (ताज ताद - ता तावर) तादा ताव णेखा रख सकते है जैसा कि 
२४९. वं प्रक्रम के (2) वं समीकरण मे हे । 


ऋ 


इसम उदाहरण के स्वरूप के चरा से जहा पर कि सीमाभा को जानते दे 
ऋण्ट क्र सराय [नकट जायगा) 


यर्दा पर पदे च को स्थिर भानराकेवदासेजो उचित सीमा के भीतर 
चदखानयन क्रिया जायगा चह ऊपर दिखा इण अनेक चतुभज के योग के वरा 
से होगा जिनसे एक आञआआागागा धारी वन जायगी फिर उचित सीमाभौ के 
भीतरवके यदरासरेजो चदखानयन करिया जायगा वह सव धारिथोके योग के 
वरा से अर्थात्‌ आक्रागाघा सीमां के वदा से होगा । इस प्रकार से आक्रागाघा 
सीमां पर जो अनेक टस्व खड्‌ किये जार्थैगे उनके भीतर जो घनश्च का अव- 
यव होगा उसका घनफ़ट आ जायगा यदि ऊपर के दिगुणचल मे राख 
मान ट) 


२५२ इसी तरह से .^.^.^ चया ताल तार ताय इस विगुणचख को तीन 

क छ के क च से नं क 
नये चट कं वरा से वदख्ना हो जहां नये चखो का पुराने से सम्बन्ध 
य = फः (च, दा, ह); र = फर (व, दा, द), ख = फ (व, चा, ह) **** ° ° * ( र ) 


इस तरह कादोयतो पटे क्ते स्थानम को रखने के लिये समञ्च रसो 
कि जव ताटका साधम करते है उस समयय आररको स्थिरमान छेते 


क कड क क~ = क = क ^ आर ( 
इस लिये (र) के पदे दो समीकरण सेव की उन्मितिसेदराका मान यः,र ओर 


क 


ह के फर रूप मे आवेगा फिर विखोम उत्थापन सेव कामानमभी यर आरद के 
कोड फट के रूप मे आवेग । इसल्यि ख मे इनका उत्थापन देने से क का मान 
भी यःर ओर हका कोद फर दोगा । इसयियि इस फलम य ओरर को स्थिर 
मान जो तार का मान आवेगा उसका स्वरूप ताह के वदरा से सिद्ध हो जायगा 


[ 


इसलिये ता के स्थान मे वाद को रख सकते है । अथवा (१) से चखनकलन क 
4 


६७ वं प्रक्रम से। 
ताय्‌ _ ८ _ ताफ ताव , ताफः ताश , _ताफः 


ताह ताव तह ताश ताह ता 
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३७४७  चररारिकटन । 


ताह ताव ताद ताश ताह ` ` ताह 
ता _ _ताफः ताव  ताफः तारा ता, 
ताह तबि. ताह ताद्य ताह ताह 


तार © = -ताफर ताव „ ताफ> तारा +. ताफ> 


५ तादा < 
यां ताह ओर =° के उन्मिति्ो पर से 

ताथ ना 

१ ना 

ताह ताक; ताकः ` ताक ताक 

ताव -ताङ्ञ तावं ` तारा 
४ तापः [फ ताफ- तार तापः 

जहा ना = - (~ --= - ~ तार 
1 | ताह ५ ताव ताद तावच तारा 


+ ताफः (वारः ताफ?ः _ ताफः तापः 
ताह \ ताव तारा ताव तारा 


+ ताफ! /ताफ़> ताफः ._ _ ताफः ताफ- 
ताह \ ताव ताश ताव ताद 


इस लिये ऊपर के चिशगुण चट का रूप 


ना 
तद-=------ताद तार ताय रेखा होगा) 
| `" ताक लज -ताङः- ज्ञाः बड अ 
ताव ताश ताव ताज्ञ 


जदा शाः ख क स्थान म का मान जोय, र ओर हके फट रूपें 
आया ह उख का उत्थापन द्‌देनेसेराकामानदहे। ओरल के सीमा परसे 
ह सीमायं भी माद्ूम डो जायंगी ! 


अव ऊपर के चरिशुणचर मं मान लो किदो वार क्रम वद्टने से 


{ ना 
शा, ताक क्तकः तार ताय ताह इस का मान. 
| ४ ता ताफ़२ _ ताफः ताफ़ ट इस का मा 
ताव; ताश ताव ताश 


जान खिया तो २४९ वें भ्रक्रम की युक्ति से ऊपर (१) के प्रथम दो समीकरणो से 
तार ताय के स्थानम 


-ता, ताः _ ताफः ताफः ) ल क त 
ताव तादा ताश्च ता्ल/ ताव ताश दस को रख सकते दँ । 


इस लिये चरिगुण चट का रूप वदटने से 


1९६ दा ताव ता ताह होगा । 
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मिभचित प्रकीणंक। २४५ 


जहां यर ओर ख के मान जो करा ओरदहके फर रूपमे आवेगे उनका शा 
मे उत्थापन देनेसेरादहे। 

२५२ । इस प्रक्रम मे ऊपर के प्रक्रमो का विरो बोघदहदोनेके यियि दो 
उदाहरण दिखाते दें । 


@ ड) ||| ॥ " "फ (अश्य? + अस्यर+ -* + अनयन) तायनतायन-१ ` ° * तायः 


इस अनेक गुणचल को एक गुणचल मं वदना हे जहां चखा के भरतिमानों 
केवशसे (जो किं यः+य+यः+- ` * +य ८१९ इस नियम से आवेगे) 
चखानयन किया गया हे । 
यहां २५० वें प्रक्रम के (२) उदाहस्ण के एेला वार वारक्रिधा करनेसे अन्त 
मं अनेक गुणचट का रूप 


| | "**फ(जयः!.. ) तायन तायन-१*'"ताय, पेसा होगा । 
जहां ज = \८(अः + अ+ अ+ . . - + अर) 
यहां पर यह जो परिवत्तेन किया गया हे वह सव चलरारियो का व्भयोग 


१ से अधिक नदीं ह इस नियम को न तोड्गा अर्थात्‌ इस मे भी सव की वही 
सीमा रहेगी जो कि पटे मे थीं । 


` इस लिये य९ को छोड ओर चङरारियो के वश से चखानयन करने में 
ओर ` यः ~+ यः +.. + यद्चै८१-यःमान छने से २१७ वें प्रक्रम मे यदि 
द्‌, म, न, इत्यादि को ९१, प, व, भ इत्यादि को २ ओर अ, क, ख 
इत्यादि को (१ -यः) मान ठे तो चररारियो के सव घन मानमे मानः 
न~? न~र 


यह दोगा । 


परन्तु यदि जेसे चख्रारियो के मान सव धन लिये गये वेसे ही ऋण 
च्यि जाते तो सव मान उपर के मान का र~ गुणित होता । इस 
न्‌ -र 
खये सव मान = -> (१--यः) ` इस खये ऊपर के अनेक गुणचरु का 
गा( न-* + १) | 


मान साधारण चर के रूपमे यर के--१ ओर +? मान के भीतर 
1 
. 7 > ..-.; ` (९ सद~ यद < 
न्टदट्न्सं = ताय९ यह दोगा । 
नाठच्ट रक „1 पजय (न 
२९ 
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२४६ चटखरारिकडन । 


फ(अस्य, + अच्य्‌ + .. + अनय 
(२) || | ° ट र य तायनतायन-२ ताय! 


इसको साधारण चरके रूप में ठे आना है! जँ यः+ य+ ~ + यः <-१ 
यहा भी २५० वं पक्रम के (२) उदाहरण के पेखा वार वार क्रिया करने से 


| | रसजः) - तायनतायन-? * * * तायः एसा दोग 
./ ./ ./ ~(९-यः-यः च) रायनतश्वन्‌-। 1यः प्सा होगा । 


अव यहा यः को छोङ ओर चख्रयाशि्यो के वरा से चलानयन करने से भर 
यः+ यः\+ - *+यः <१-यः इस नियम से चखरारियो के सव धन मानें 
र्द्व प्रक्रमसे (जेखाकि दः, स, न इत्यादिका मान ऊपर ८१) उदाहरण भें 
माना हे वेसा दी यहाँभी मान सखेनेसे) 


१ गा(३) ! न-* /१-य १ =-= 
कन - नि ("= (६-प-च) - च “र धय 
। © 


र प 9 \ न-? न 
= -दन ह । च ब १ (१-य९)१ - (२१२ वं परक्रम से) 


3 (4 गा \इ षन -- 
= ण - (९ -यः) ° ` 


परन्तु यदि चरूराशिर्या के मान ऋण भी लिये जार्यै तो स्प हे कि ऊपर का 
मान २ गुणित दोगा 

इसलिये ऊपर के अनेक गुण चरका मान यःके- २ ओर+१ मान के 
भीतर साधारण चख के रूपमे | 


न्‌ न, 
क (+ १ क(जयः) (१-- य) “ ताथ देस होगा । 
गा(२) | 

-१ 


 २५४। बहुत से त्रिकोणमिति फलों के रूप चररारिकलन के वल से श्रेढी 
मखा सक्रतेदै। जैसे यह चाहनाद्ैकि 


फ(य) = आ ज्याय + आ ज्यारय + आःज्यारेय + . . + आमज्यामय - - (१) 
यहे समौकरण य के स्थान मे ष, र, ष, * * * . मष तक उत्थापन देने तक 


दीक रदे जहां ष= मदक ओर आः आ . . . आन स्थिराङ्क है । तो यां 


सव स्थिराङ्का के मान जानने के चयि नीचे छिखि हुए भ समीकरण उत्पन्न होगे 
फ( य ) = आशज्याष + आशव्यारेष + आर्ज्यारेष + ` ' ` + आतञ्यामध । 
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मिधित परकीणंक। २३७७ 


फ(रष) = आरज्यारष + आरज्याछ व्र + आज्यादेष + - ˆ ` + आमञ्यारमष । 
फ्(मष) = आश्ञ्याप्रप + आ ज्यार प्रच + आद्ज्यापरप + ` * ` -+ आमज्याममप । 

इन मे पहले को ज्यासप, दूसरे को ज्यारसपः, * ` * * ` अन्त को ज्यामसप 
से युण कर जोड देने से दहने पश्च मे आन का गुणक 

ज्यासष ज्यान + ज्यारसप ज्यारनप + - ` ` ` + ज्यापसव ज्यामनवष 


यह होगा । इस गुणक का दूना ज्जिकोणसिति से 
कोज्या (ख-न्‌)षघ + कोज्या२(स - न)प + - - - + कोञ्याम (स - नष 
-{ कोज्या (स + न)प + कोञ्या२ (स + न)प + - - -+ कोज्याम(स + नोप |] 
यह होगा 

इसने ऊपर के श्रेढी का योग निकोणमिति से 


ज्या (गम + १) &-न?व - ज्या सन 





~ २च्या सनष 


ज्या { (स-न) - त } - ज्या उन) 





हतं यह दोगा ओर इसी मे न के 


र्‌ 
स्थान में -न का उत्थापन दे देने सरे नीचे के श्रेढी का योग 
(स-न)प } -- ज्या स न नष 





ज्या 


ज्या { (स-+न)८- 


२ ज्या (स~+न)प 


यहां स्प हे कि यदि स-न यह विषम संख्या होगीतो ऊपर केश्रेढी कां 
योग शुल्य होगा ओर यदिस-न यह सम संख्या होगीतो योग-१ होगा। 
इसी तरह ख +न के विषस संख्या होने से दृसरी का योग शून्य ओर सम होने 
से-१ दे तुस्यदहोगा। इस पर सरे यह एक सिद्धान्त उत्पन्न होतादे कि यदि 
विषम, ओर समके वरासे जाति का विचारक्रेतो कह सकते दै कि यदिन 
की जाति स से भिन्न दो तो दोनो योग शल्य ओर पक हो तो -१ होगे । परन्तु 
संस्याओं के सिद्धान्त से यदि स-न विषमतो स~+नभी विषमदहोगा ओर 
यदि स-नसमतोस+नभी समदहदोगा इसलिये यदि नसके समाननदो 
अथीत्‌ ख से भिन्न हो तो आ का गुणक शल्य दोगा 1 

यदि न=स,.तो आन का गुणक 
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` २५८ चखराशिकटन } 


ज्या सष + ज्याप्टसपष + - -- + ज्याप्मसष 

= ९ - ३ { कोज्यारसप + कोज्याऽसष +- - - * + कोञ्यारमसप } 

यह होगा जहां ऊषर की युक्ति से कोटिज्याओका योग - १ के बरावर 
दोगा। इसलिये एेसी ददा मे आन का गुणक २ यह होगा । 
इसलिये 

आन = अरर { ज्यासप्र फ(प) + ज्यारसप फ(रष) + - * + ज्यामसप फ(मप) } 

जहां स के स्थानमें१,२,.-:-मका उत्थापन देने से आः, आ. . - आम 
इत्यादि स्थिराङ्का के मान व्यक्त हो जार्येगे | 

उपर अ के मानमं यदिमको अनन्त मानंतो श्रेढोके द्धारयाजो ४० वें 
प्रक्रम मे चर्‌ का स्वरूप दिखलाया है उससे 


र्‌ शृ ञ्य के के, ( (4 
आन = | ञ्यानशफ(र)ताद पेखा होगा ओर ० ओरष््के भीतर 
७ 


अनन्त तुस्यान्तर य के मानो में 

फ(य) = आ ज्याय + आः ज्यास्य + आः ज्याय +- . - - - इत्यादि यह समी- 
करण ठीक होगा| 

खाघव से ऊपर के समीकरण को 

फ़ (य) = () यो ‰ ज्यानय |” ज्यानशाफ (रा)तारा ेखा छिखते है यहाँ 

9 

यो ‰ यह दिखलाता है किनकेस्थानमेक्रमसे 
१, २, ˆ * * % का उत्थापन देने से जितने मान होंगे उनका योग कर दिया गया 
हे । इस सिद्धान्त को स्यागरेञ्ज (1.2212118<) ने निकाला है । इसके विषय 
पर प्वादईरान (70155011) का विदोष दिखटाते हैँ । 


२५५। २३३ वं धक्रम से विदित दहे कि 





। --------~-~ ~ -- = १ + र्चकोञ्या 7 (शा-य) 
१--२ च कोज्या ?-य/ + चः 
स्च कोज्या र्य) + रचश्कोज्या रण्दा-य)+. .. . . , * (१) 


जरह च, १ से न्यून हे इसखिये श्रेढी का मान सान्त होगा । 
(१) के दोनों पश्च को फ(श) तादय से गुण कर राके वदा से चङानयन 
करो--द्‌, द सीमा्ओं के भीतर ओर च को शल्य के समान मानो तो बाय 
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मिधित पकीणंक । २३४९ 


पक्च का अंश शल्य दोगा इसखिये यदि इसका दर दरल्यन होतो श्रेदीदढारा 
चलानयन की जो विधि है उससे स्पष्ट दहे किं वायं पक्के चट कामान शल्यं 
होगा परन्तु यदिय का मान-द, ओरदके भीतर दो तो चरखानयन के वीचंमें 


हर मं च कोज्या षर जो यह भाग ह उसका मान १ के वरावर होगा इसलिये 


( कप 


पेसी स्थिति महर कामान (-च)ः यह होगा तव यह नदीं -कह सकते कि 
चायं पश्च का चङ इून्य होगा । पफेसी दरा मं इसका मान जानने के खिये कर्पना 
करो किं रा--य-लओरच-=-१- 

=, | १--चफ(श)तार __ | ता + च)फ(य + ठ)ताङ ` 


स्चक्तोज्या ?।र-य) इ६२+- छचज्याः -" ~ 


इमं निश्चय हे किं रा--य इसका मान धनवा ऋण जव बहुत दी छोटा 
होगा उसी समय के मानकातो विचारी कर रहे टै इसलिये ज्या चाप "का 
भेद न मानने से ओर फ८य + र) = फ(य) कट्पना करने से 





+ च)फ(य + र) ता 
इ९(१ ) ( क - डर (१ न च)फ(य) | ताड 
च नाट र 
९ ६? + ४५चज्या क ह 
द 
|| ता र्दफ(य)._ _? "ष्क 
५ न च्व न ष्ण 
= २ इरफ(य) ३. वष्र (4 इर्‌ 
- 


इसमे मानो किलकी सीमा अ, ओर-कः टे तो मान 


च दुक) { स्प" = + स्प -'--ः | एेसा दोगा । 
१९ 

इसमे इ! को इयन्य मान सेने से 

२ दफ(य) एसा होगा । इसखिये यदि य,- द्‌ ओर द्‌ के भीतर दहो तो फ(य) 


| ल 3 
= 30 फ(शताश + द्यौ ९ फ(रा) कोज्या ङ ताश -ˆ-* (२) 
भ. -द्‌ 


यदि यद्‌ वा-द्‌तो वायं पक्के चटका मान जव श, द्‌ ओर-द्‌ के 
वहत ही पाखष्ोगारच-य=ख त " > - इन दोनो समीकरणो से 
क्रम से द्‌ { फ(द) + फ८- द ) } यदह दोगा क्योकि जव य = द्‌ ओर शा = द्‌ तब 
चा--य = छ यह समीकरण दिखरातादे किरका मान केवरु-कः से ° तक 
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२८९० चरखुराशिकटन । 
पहुचेगा ओर जव श = - द ओरय=-द्‌ तवका मान केवर ° से अ, तक 
होगा 1 . इसच्िये पसे समयमे (२) का वायां पश्च १ { फ८(द)+फ(-द) ) 
यह होगा 1 

इस्त प्रकारसेद, 
का मान निश्ितदोजाता दहे 


वीचयवाद्‌ः- दके तुस्ययके मानसं दहने पक्ष 


¢ ल; 


२५६ २५५ वं प्रक्रम की युक्तिसे यदि ० ओर के वीचदाके सानम 
सःन्तचलखानयन करो तो 


(4 [3 भ 7 (रा-य) ¢ 
फ(य ) = ९ फ(रा)तारा + ~ यौ २ 1  फ(रा) कोञ्या न" (यय, तारा (९) 


यदह समीकरण ° ओर द्‌ के वीच कोश्यके मानम खत्य होगा परन्ठु यदि 
य=० तो ऊपर के पक्रमकी युक्ति र्यो पश्च फ (०) ओरजवयन्दतो 
वायां पश्च ‡ पए(द) दोगा । | 

इसी तरह 


यदह ° ओर द्‌ के वीच चादहदेजोयका मान मानो समीकरण सत्य दोगा । परन्तु 
जव य =° तो वायाँ पश्च फ (°) के त॒स्य ओर जव यन्द तो वार्या पक्ष 
फः (द्‌) के त॒स्य होगा । 
(९) ओर (२) को जोड देने से 
द्‌ = ~ 7 द >, 
फ(य) = य ~| ९ फ(रा) ताश + -- यो ् ज्या ४ कोञ्या 7२ फ(रा) 
क 


9 


ताश ` * (३) 
यह्‌ य का मान चादे०ओर द्‌ के तुल्यो वा इनके वीचमें हो 
सवे सत्य रहेगा । 
(१) ओर (२) के अन्तर से 


न गय (7) त्र रा 


फ(य) = --यो , ज्या = द्ज्य] फ( श ) तादा .-* .** --- --* (४) 


© © 
यदह य कामान यदि ० ओर दके वीचमे हो तव सत्यदहोगा ओर जव 
य = ० ओरय=द्‌ तो वायां पश्च अवदय शून्य के समान हदोगा। यदि देखो. 
तो (४) समीकरण ठीक टीक व्यागृरा् के सिद्धान्त से मिट जाता हे। 
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मिधित पकीणंक। २५१ 


थोडा सा परिवत्तैन कर देने से (३) से (७) ओर (४) से (३) समीकरण 
उत्पन्न हो जाता हे । < 


६4 क मे क श्यो न ७ य्‌ 
जसे यदि (३) मे फ(य) के स्थानम यदिञ्या-~-फ(य) रख दो तो 
दा 
ज्या - फ(य ) = -- | ज्या द फ (ङा) तांश 


मृणा 





+--- यौ ^ कोज्या नर्य | ^ कोज्या -द ज्या दर फ(श) ताश 
॥ ॐ च (३ 


समे कोञ्या स्या ग्य क्रे स्थान मे इसका जो दसरा 





९ ज्या ल+दन्य  \ ज्या =-९न्य यदह रूपान्तर हे इसे रख 


श र ल 
देने से च्या क फ(य) 
ग द्‌ नन्दा 
= > यौ ^ { कोञ्या => -- कोज्या न} | “ज्या -द्‌ फय)तार 
© 


देखा होजायगा । इसमे { } ईखके अन्तगत दोना खण्डा का चिकोण- 


मिति से र्या =" ज्या फेसा रूपान्तर कर दोनो पक्लोमेज्या--का भाग 





दे देने से (४) उत्पन्न हो जायगा ओर ऊपर जो क्रिया दिखलाया हे उसके विपरीत 
से (४) से (३) यह उत्पन्न हो जायगा । 


२५७ इन ऊपर दिलखयि हुए सपीक्ररण रूपी सिद्धान्तो कौ व्यापि दिख- 
छाने फे लिये इस धक्रम भे कु उदाहरण दिखाते है 1 


(९) यको जीवा की श्चेढी भे ठे आना हे। 
यहाँ २५६ क्रम का (४) समीकरण ब्रहण करो ओर मान खो किद्‌ =्तो 
यहो फ८य) = य इसलिये फ(श) = रा 


इसचखिये ॥ ज्या ~¬ फ(श) तारा = 1 ? ज्ञाज्यानशा ताश 
© ७ 


प्र (क = ¶ ट ~ 
= ->- यदि विषम ओर -- न यदि न खम इसलिये 


य = २ { ज्याय- १ ज्यारय + > ज्याद्य-& ज्याध्य+ ˆ“ } 
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३५२ , चरखरारिकलटन । 


यह य के ० ओर प्के वीच के मानोमे सत्य दहे ओर यह भी देख पडता 
किं यदि य = ० तच भी ठीके ओर ऋण मानमेंमी देलनेसे स्पष्टे कि रटीक 
हे इसलिये -- 7, 7 के वीच में -- ०, णको छोड़ ओर सव मानो मे समीकरण 
टीक इआ | 

(२) कोज्याय कोज्या की श्रेदीमं छे आना डै। यहोँभी २५६ का 
(8) समीकरण छेने से फ(य) = कोज्याय इसलिये फर) = कोञ्यादा इसलिये 
यदिद्‌=्तो 


|| ज्या ~ फ( शा ) तारा =  [ कोज्य रा ज्यानदा ताश 


= ३ 1 ज्यान + १) रा+ज्या(न-र) श} ताश 


„५ { कोज्या(न + १)दा , कोज्या(न-१)दा 1 
् न +र न--१ 


इसलिये 1 कोज्याश ज्यान तादा =° यदिन विषम हो 
`© 


आर = याद्‌ सम । 
इसय्िये 
= (= (0 
कोज्याय 7 इ सः ४ च नर स्यानय + * ° . | 


यह ० ओर णके वीच, ° ओर ए को छोड़ ओर यके सव मानो में 
सत्य हे । | 

(३) (ग) स्थिराङ्क को चाहतेदकियकीज्याश्रेदी में ठे आवें। 

यहो भी ५६ पक्रमका (४) समीकरण छने से ओर फ(य) = ग, ओर ` 


र ॥ 
द्‌ =१प्मानखेनेसे 1 ग ज्यानश ताश = ग |" ज्यानरा ताह = ~ग यदि न 
© © | 


विषम, = ०, यदिनसमहोतो 
इसलिये 
ग = न { ज्याय + > ज्यारेय +र ज्याय + } 


त काभागदेदेनेसे 


= ज्याय + 3 ज्या २ेय +रे ज्याप्य + - 
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मिथिनधकीर्णक । २३५२ 


यह ° आरष््कं वीच ०्ओर ¶्को छोड़ ओंरय के सव मानो मे ठीक 
दागा) इसींमयदियकेस्थानमें‡-रस्खदलैतो 
छ = कोज्यार -- ॐ कोज्यारेर + कोञ्याभर--> कोच्याऽर + 


क 


ण आर ग्वे यी 7 यर 7 = व 
यद र-के-- ओर के वीच-- ओर्‌ को क्रोड ओर सव भान में 
ठीक होगा । 


। ५ 
"ष यय कः न 
कमि ` 


(2) य को इसकी कोरिज्या की श्रेढी में खे आवो 
यहा २५६ क्रम का (३) समीकरण ग्रहण करो ओर द =पमानदलोतो 


दास्यानदा को<यानरा 
न= ~न 


| दराकोस्यानङातादा = = 


इस दल्िये ॥ राकोल्यानरातारा = - सपः यदि न, विपमदहो। 


$~ 


ओर = ० यदिन, समदो। 
ञं च धर वटः लिये 
ओर || राताश = दर्‌ इचि 
& 

= 2. श 
य = द-- ६ 1 कोज्याय + -~द कोञ्यारेय + -- कोज्याभ्य +. - . } 

क | क र (१ - ७.9 च ~ मे ५ 
यदह यकं ° ओर 7 मानमं ओर इनके वीच के मानमे भी सव्य होगा । 

दि य्हटोय=-इ-र तोर के--‡ ओर > मानमें ओर इनके वीच के 


9 = क 
मानमंभी र = --(ल्यार इ्रञ्यादर + ८३ ज्याधर ` ` ` ) यदह टीक रहेगा । 


(५) इगय इसको ज्या की श्रेदी मं छे आवो । 
यहाँ २५६ प्रक्रम का (४) समीकरण केने से यके ० ओरण््को छोड इनक 
वीच के मानें 


न ६ = 
न्लचष्ठ (१- कोज्यान ८८इ+.) ज्यानय 


{ १० वें प्रक्रम का (५) वाँ उदाहरण देखो | 
(^ इय को कोटिञ्या की श्रेदीमें छे आवो। 
यहां २५६ प्रक्रम का (३) समीकरण छने से 
~ रथ यौ कोज्यान०>९इ _-र कोस्यानय . 


=-= सय अः+नं 
यह य के ० ओर 7 मान मे ओर इनके वीच के मानम भी रीक डोगा। 
2३० | 


~ .0 981110(11118800 (101५6151 (01661100. 1911260 0 €800011 


२५४ चखरारिकटन । 


(ॐ) ज्याय कोज्याकी श्रेढी में ठे आवो। जर्हौँ अ रदे 
यहां भी २५द घक्रम का (5) समीकरण ठेने से 


स { ज्याग्र रज्याय्य , रेञ्यारेय धज्याध्य 
>| ~ जयाय र) अण | जो == तान्का सः कका ला माया मि = क न्या ~ र # ॐ ओ 
प 7 १-अ २ ५ २-अ -अ } 


यह य के ० ओर ० ओरष्प्के वीचष््करो क्रोड ओर सव मानम दीक 
होगा ] 
(८) कोज्याभय को कोरिज्याकी श्रेदी 


सं रे आवो) जहां अ < १ यहाँ 
२५६ प्रक्रम का (३) समीकरण खेने से 


= २ ज्या लि अकमाज्याय , अकोञ्ग्ाय्य 
च ज्य अ सि = द ¶ == `\ - ^~ = ~ ~ = # # ॐ 
ञ्याअय = -- ज्याअ १. न्नः त 

यह य के ० ओर 7 सान में ओर इनके ची रो 


वीच के सान मं भी टीकर होगा । 
(९) इ"य--इ-चदसक्रोज्याकीश्रेदी मे टे आवो) 


यहाँ २५६ प्रक्रम का (४) समीकरण सेने से 


प्र ४) -4। ~ दा च जयन लि ञ्‌ 
` (इय -- इ -जय) ज्यानरातादा = - न्त्र कोञ्यान'ए 
"© 
इसलिये 
द्भ्य __ =-अय 
२ (अग =-अ7 (ज्याय _ _रज्यार्य रेज्यारय 


१०) इ1("-) + इ -7(7-य) इसको कोरिज्या की श्रेदी भ ठे आचो। 
क्रम का (३) समीकरण टखेने से 


|] 
~क (गया ए) | अः _- -छ-अगन 
| इअ(7-च) + ह्‌ -:1(7-द्य) | कोञ्यानरातादा ~ (इ 4 ) 
© 











अ+न 
भा = व अण =-अग 
ओर 1 < ॥ इ~ - | ताश = -- ई 
च अ 
6 
( 7 य) ~प (ण- य) र = ए भ 
इसलिये 2 स जाय, , क ज्यास्य 
अगः = + प्र १ ब ~ अ २. ~ अः 


क9 


` इस प्रकार से हज्ञारो उदाहरण सहज में सिद्ध हो जाते है । 


इन के चदानयन से ओर भी नये नये चमत्कार उत्पन्न होते चे जाते ह । 
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= (~ ® © ११४ 
मिभितपरकीणेक। ` ५५ 


जैसे (२) उदाहरण में जो कोरिञ्याकामानचज्याकी श्रेढीमें आया दे उस 
का यदि ताय सरे गुण कर चदखानयन करो तो। 


ध कोज्यारय __ कोज्याध्य _ _ कोज्याध्य 
< ९ ~ - श ~ सव = कज 


इसमं यदिय-०्तो 


१ 2. १ १ 








{० = ------- + ~ 7 -6 ~ ~~~ 

५ १. ४ २.५ ५ ८.७ २ 

( चदटनकटन के रण्वं अध्याय के ७४वं “अभ्यासार्थे प्रश्च मं न= मान 
.-- जोड़ देने से। 


१.३ 

२५८ । यदि २५६ प्रक्रम के (2) समीकरण मं, जो कि य के ° ओर 

द्‌ ओर इन के वीच के सव मानमें सत्यै, यदि य का मान द्‌ से 

पार हो तव देखना चाद्ये कि दहना पश्च किंस के त॒स्य होतादे। मानो कि 
क (- = 


यकामानद ओररद्के वीचमंहे ओर धन दहे तो यदिय=य२्द्-यरपेसा 
माने जहा य, दसेन्युनदहेत 


इस लिये इस स्थिति मं दहने पश्च का मान फ(य) होगा । 
किय,र्द्सेवङ़ा हे ओर २ मद्‌ +य इस के तुस्य हे ज्टाय, 


अर्थात्‌ दहने पश्च का वदी मान हआ जो किय के स्थानम यं केरखदेने 
सेदोताद्ेदसय्यियदियं “८ दतो दहने पक्ष का मान फलय) होगा ओर 
यदियं 7 द्‌ ८ यद्‌ तो दहने पश्च का फ(र्द-य) यह मान होगा । इसी भकार 
सिद्ध कर सकते दो किय के कण मानम भी वदी मानटदोगा जो किं धनमान 
में होता हे । 

इसी तरह यदि य धन ओर र्मद्‌ +य इसके तुद्य हो तो २८५६ प्रक्रमके 
(४) समीकरण का मान फ(य) दोगा यदियं ८ द्‌ ओर यदि य7द्‌तो 
दहने पश्च का मान --फ(स्द्- य) यह होगा । ओर य के ऋण मान मे वेदी मान 
आवेगे जो कि य के धनमान मे आते हं केवर धन ऋण चिह्न वद्र जाथगा 1 
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३५६ । चल रारिकटन । 


२५९ । २५६ घक्रम के (३) ओर (४) समीकरण मे यह कु आवदयकता 
नहीं किय कामान ० ओरद के वीच मे लगातार हो किन्तु० ओर अ ऊ 
वीचकेयकेमानमे फ(य) = फश्य), अ ओर क के वीच मे य के 
मान में फ़(य) = फ> (य), ओरक ओरगके बीचमेय के मान 
मे फय) = फलय), इसी तरट अन्तमंग ओरदके वीचमेंय के मान 
मे फ(य) = फभ(य) एेसा मान ठे तो मी समीकरण सत्य रेगा केवट जव य = ° 
चाञ,वाक,वाग तव य्यभिचरित होगा उस समय र"द्वं प्रक्रम की युक्ति 
से वास्तवं में दहने पश्च का क्या रूप दोगा इसका ज्ञान सहज से हो जायगा । 
जैसे २५दवं पक्रम के (२) समीकरण का दहना प्क्ष जव यअ तव 
 { फः(अ) + फ (अ) } यह होगा । 

इस सिये यदि य = अ तव फ?(य) = फ) तो (२) समीकरण जव यअ 
तच भी सत्य टदरेगा । 


# 


८० ज्या ओर कोरिज्याके रूपमे एक श्रेढी णेसी वनानी है जिखका 
¢ 


क 


यहां २५५६ प्रक्रम का (३) समीकरण खेने से 


फ़(य) = ग, इस लिये फर) = ग, शा के ° ओर अ के वीच के मानामं ओर 


फिर उसके वाद दा के अ ओर द के वीच के मानों मं फ(श)= ° = फ(य) 
इस लिये | 


द नश्प्डय 
|| ` कोज्या -द्‌ ` फ(रा)ताशा यष 





अ ~ _ नधाप्दी गद न्भ ~ ¦ 
ञ्य = ~ ज्या --पे गा 
ग या ज जयाता होगा । 
6 
इस लिये अभीषए श्रेढ़ी 
गअ २ पज न 3 व्रप्य २ = वज नम < 9 
एद {ज्या दर कोज्याद्र +र ज्या द्‌ कोज्या द्‌ 


१ र॑पप्म ~ प्य 
न ३ ज्या --- काज्या-- 


द्‌ 


+ ` - ¦ 


इस मं जव य = अ तव इसका मान ग दोगा । 
अथवा इसी जगह २५६ पक्रम का (४) समीकरण खेने से 
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मिधितप्रकीणंक। ५ 





अ _ नश नए 
ग॒ / ज्या र तार = न7 ( १-कोज्य | ) 


इस लिये अभीण्र श्ेदी 


र्ग्‌ प्रप्य २०८अ र्य 
-प{उज्या--ज्या--+२उज्या ---ज्या-- 
द्‌ त 
ड्ज पप्य ^ 
+ डउलञ्या ज्या प्व... ] यदह होगी 





यहां जव य = ० तव यह श्रेढी भी श्रूल्य ओर जव य=अ तव ध्रेढी का 
मान > दोगा। 

६९। पक श्रेदी कोटिञ्या के रूप में ठेली वनावो जिसका योग जय दहो 
यके ० ओर € के वीच के मानमें ओर जवय, द ओरद के वीचमेंदोतो वदी 
योग ज (द्-य) के तुद्य दो । 


यहां २५६ प्रक्रम के (३) समीकरण से । 


॥ ५ मधप 
| द्‌ फ(र) कोज्या दः ताश 


द्‌ 








( -रा) -19 





© 
५१.५६ 


(4 २ (14 
~¬ -- ~ "7 1 ~ - ---~ --- --~ 
च थ कोज्या ती # + तनं ्यानण्प- ज्या --) 


जद ; ध या धृट + कस्या नप काञ्या मृध } 
ताए नण र 7 वपन २ 
जदः 

= उद्गर { २ कोज्या ---- कोज्यानप-१ ) 


ल. क~ क त र ज द्‌ क तुर (4 
यदि यदि न = म+२पेसा दोगा तो-- द्गः इसके तुल्य दोगा ओर 


सयेज दूल्य के तुद्य होगा । ओर 


द्र 


ज्‌द्रू 
0 फ(रा) तारा = ज || दातारा + ज ॥ (द-र )तार = 
9 4 








च 
इसलिये अभीप्र श्रेढी 
भकग क्ते २१प्य १ प्य १०१्य 
न १ रर कोञ्या - द्‌ + द्र कोज्या ~ कोञ्या ----- +“ - * | 
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२५८ चखरारिक्रखन । 


इस श्रेढी का मान यदि रस्खललेतो यके ° ओर द मान ओर इनके वीच 
के मानोमंमीर=जय आओरयकेदूओरद्‌ ओर इनके वीचके मानो में भी र = 
ज(द्‌-य) यह होगा । यदियका सानदसे वडङाहोतो ८५८ वैपक्रमसेरका 
मान फिर फिर यदी आवेगा क्योकि २५८वें घक्रम से यदि य = २ द्‌-य जाँ य, 
दखेख्ोखदेतो दहना पश्च फ(य) के अर्थात्‌ जाय, दसे छोरा हे वाजो 
रकामान दहे वदी यद्या परभी इथा। इस तरह से २५६ वं घक्रम के (३) ओर 
(४) समीकरण से हजारो प्रकार के नये सिद्धान्त चना सकते हो । 


जी 


अभ्यास के लिये परन । 








१९। सिद्धकयोकि यके --्ओर 7 ओर इनके वीचके मानो मं 
य 1 कत कोज्या र्य कोज्या दय 
छ १२ ज्याय + दर न्त >= 7 
२ (२) प्रदन से सिद्ध कसे कि 
यः 70 यक ज्यार्य ज्यादेय 
१ र पप्य प्र २ (~ ज्याय नः 7 ~ = ~~ ७ @ + 


३। सिद्ध कयो करि यदि एक ध्ेदी एेखी वनाद जाय जो यके ० ओर अके 
वीच के मानो में शास्यः यके अ ओर ^८-- अ के वीच के मानो मे अ, ओर फिर 
यके ८--अ ओर 7 के वीचके सानो -य के त॒स्यो तो 


५ ४ 
त्र ज्पाथ च्याय+ ९ ल्या२३अच्यादरय + द स्याप्ञजच्या५य +... } 


२६२ जिस समीकरण में 


ता ता ताता 
ताय ` तायः ` तायः ` ताय 


उन्द ऋम से एक घात, प्रथम सम्बन्ध दवितीय सम्बन्ध, ततीय सम्बन्ध,-...नं 
सस्वन्थ चरनसमीकरणं कहते द । पक घात को पत्येक सम्बन्ध के साथ 


२ तार (ता 
मिदलखाना चादिये । इसी पकार जिसम ~~ ८ (८ 


ताय 
एक घाति चषथम सम्बन्यः, दितीयघात प्रथम सम्बन्ध, तृतीयघात प्रथम सम्बन्ध, 


क्रम से रहतेदें। 


) येहा उन्दें 


९ के ॐ ञं (१ तास प ते 
न घात प्रथम सम्बन्ध चलनसमीकरण कहते हं । ओर | रम | यद जिस 
हो उसे न धात म सम्बन्ध चटनसमीकरण कहते ह । 


२६३ यदि एक घात प्रधम सम्चन्ध चटखनसमीकरण का रूप 
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मिधितपकीणेक । २५९ 


मा~+ना ते ० पसादो जहाँमा ओंरना, य ओर रके फट 


क 


दा ओर फटा मे य ओर र के घात संख्याओ का योग पत्यक 
पद मे पक्र दीद तो कल्पना करो किं र = यद -य=ख+य ९८२1 
समीकरण मे नाका भागदे दो तो 


मा त तर ध मा त यताल . 
नाशताया7 ना ताय ` 


व 


मा र्‌ भ ~ भ 
परन्तु = >नयंवा ख का कोद फल है इसखिये कटपना करो किं 


य्‌ 
क ताद 
= फ(क) इसखिये य ->=- { ख + फ(क) ! 
| १ * 9 ताल | ट 


क [कव्‌ (~ 
ग कोई स्थिराङ्क दे । 


® र 


आपने रभा दख्यं जहा कह दखाधव जान पड़ तहय=रखछ पसा मान 


कष 


कर भी ऊपर को क्रिया कर सकते दो । 
(१) उदाहरणा 





तार 
कस्पना करो किं य~+र= (य-र) कत 

ता ताख 

= ख + 
यहो र = यर मान खो तो तु = +य -तु्रं 
- तार य~र २ . तारक _१+टढः 
~ यः = ग क य दाक "यि 

कताव य ताय = 
° ताय _ १-ट र ट 





° "यताल १९+खछः ९+ख १९4 
इसलिये ख (--) -स्प-ष्ट->खा(१+ख) 


९८ (यः + र `) 
गं 


= स्प: -- 


५ 
वाला { ल (१ खं) | = टा 


(२) एक एसा वक्र वता जिसके भुज कोटि का योग उसके अवान्तर स्पशे- 
रेखा के समान हो । 


यट चटनकटन से अवान्तर स्परीरेखा = र ग =य +र, ओर य = रल, 
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=. चलखराशिकन । 


बान जो आ ~ल + रः व ~ = ~ ख¬ 


°= तार _ स य. 
* ° रताक ९... ला (ज) =ख र । 


२७ -तद्र +पारन्वा--- (१) इसमेरका मान जानना है जहोँपा 


ओर वाय के कोई फर है] 
पाताय तार पाताय पाताय 
देखो --- (र ^ ) = --- इ + पार इ८ 


ताय 
_ «^ पाताय / तार 
क ( ताय † पार) 
~ = पाताच 9 च 
इस टये (१) को ६८ १7 से गुण देनेसे 
^ पाताय / तार्‌ पाताय पाताय 
ताय ) ह ८ १=वा ८ 


. इसलिये चदलखानयन से | 
पाताय ^ ॥ 
र द = स्थ + ॥ चा <^ शताय ताय 


ओर र= स्थि „^ पाताय +ड „^ पातताय [वा ^ पयताय 
तार त | 
( १) उद्‌ा० त + र = अय, 
5: व / पाय अर 
यहापा-=१, | पाताय-य ड = इय ओर बा = अयः 
- -य -य | ॑ 
.".र=स्थिहइ +इ | अय्धधताय 
(~ य॒ ~य यु 
रि +इ अ { य -३ | यद्दयताय} 


= स्थिद्‌-4+अ (यः-दयः+द्य-- द) 


दा० (१+य क स 
(२) ( ) तय -स्य~=ञअःवा ताय १ + यर र ११य) 
4 - ५ य 
यहापा = - -- | पाताय द्ध गो (तात्‌ 
यः! ) ९/८ (यर) ण ९/८ (श्य) 





१ ~अ (_ ताय १ ताय 
-"- र (द्द च्वं = अ | -न्हपकर > हय्स = 
ह+ यके = | ५८ (१ +य ) २ 'ह्कच-- 1 + यर) 
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#* 


मिधितपक्रीणंकः। २६२ 


द परय 23 
९, 1 ( ट { य) ~ स्थ 


५५५ 
< 
स 
"4 
र 


= अय + स्थि \८( + यः) 


ट ल ० तर च [९ ५ क २४ 
६५। यदि रम चन्त पार =वार एसा समीकरण हो तो दोनो 


पश्लामेरन का भागद्रेकर रम-न=(म-न) ल मानले तो 


८९१ 
41 


म-न-१ तार्‌ मथना 
ब्‌ त्त + पार न्वा 


आर रम-न-ः तार ५ तट 
ताय ताय 

, ता 
च्ल (म-न) पावा 


क 


यह अव ठीक २६४ वं प्रक्रम के समीकरण एेसा हो गया । 


चर म्‌ 
दा ~~ श स श्‌ का 
(१) उदा० शा ताचा चा चाः 
तारा. _ _ताल 
ताचा ताचा 
ताल रच म 
` ताचा चा ` चाः 


यहां मान लोकि राः=स्ट.' दा 





चा 


व /"पताना। = -रच. -(र२च 1२) 
८. = चास्वे . .= चा =< [चा १ ताचा 


न २च 
अव इसमयषपा = - --. {| पाताचा = - २चटखाचान खा स्व 


५4 मचा (रच?) साः 
= स्थि चलन स~ ~ स्थि 
स्च षश - : स तवर क्न 


अंताय 
(२) उद्‌ा० यरः तार + रताय = -~--, यद्य भी 


ऊपर की क्रिया करने से 


३. अ स्थि 
8 र्य + यं 


२६६। सा ताय+ना तार=० यह समीकरण.^फ (यर)=ग इसका 
तात्कालिक चलन सवेदा नहीं हो सकता क्योकि सम्भव दहे कि ./^ फः (यर) 
इक तात्कारक चख्न म जो क्रे शून्य के तुद्य होगा किसी गुणक का अप- 

३१ | 
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२६२ | चटरारिक्रटन । 


क 


वत्तन द्‌ दिया गगरा हो अथवा कोद स्थिराङ्ककालखोपदो गया दहो मूल समीकरण 
कं वदा से। परन्तु जिस स्थान मं इसका प्रूरा रूप हो अथोत्‌ गुणक का अपवतन 
न दियागयादहोवा स्थिराङ्कका खोप मृ समीक्रग्णके वदरासे नक्तिखा गया 


हो तो चख्नकलन की युक्ति से ~= -- तास 


ज क 
--- र्न्‌ र व 
तप्र तार तार ताय = ॥ 


ी 


मान जान सक्रते हो क्याक्रि यहाँ 


मा= - ग ओर ना = न । यद्या दोना खण्ड तात्कालिक सम्बन्ध दहे 
अथोत्‌ पषटेमे रको दृसरेमं यको स्थिर मान कर सम्बन्ध निकाला गया द । 
इसाखये स = | मा ताय + पठः (र) 
र के वशा से तात्कालिक्र सस्त्रन्ध निकाखने से 
-ताख ~ ता./ माताय , ताफः (र) 











तार तरः तार 
स + ताप (र) ता./ माताय 
प्रर न कारा रे [ -----~~-<----------~-- 
छ कता = तार ~< ना तार 
>, ता.८/ साताय 
अर प्र --- यायाय 
मीर १(र) | (ना करि ) तार 
इसलिय स = | मा ताय + | (ना - ~~, तार + स्थि 
र २ ताथ म्य तार 
२) उदा क्स्पना कर करि तात = तत्स स्र 
यां मा = < ना =-= 
> ५८ (य र) र (य -र) 
~ ~ तामा म्र ताना 
दस टय -- = ववर ~= ~~~ ( ~~~ -= 
२ तार (य~र) ( (य -र) # (य -र)र 


,". स=. मा ताय ¬ फ?(र) = २ द्या { य+ ५“ (य~र) } + फ(र) 


तास _ -र्र - ताफ^्(र) _ _ ` -स्य 
तार { य +\८ (य -र) ¦ \८^ (य~र) तार = 7 = र\८ (य -र ) 
* ताफ़ः(र) { य. 1 
-- \८ (य -र) `. य + \८ (य ~र) य| 
र + य्र\८ (य ~र) 


1 ~= 
\८ (य -र) 1 र्य + र्य रः) र 
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मिधितध्रकीर्णकः । ३६३ 


| ऋ 


, फ१(र) = स्थि-र२दखार 
क र 8 ~रः | न 

इसलिये स = खा { य य) | + स्थि । 

जटा गुणक से अपवत्तेन द द्विया गया दो चटा पर चडी कठिनता पङ्गी ओर 
कोड विधि नदीं है जिससे गुणक्र का पता गे, केवट अपने बुद्धिः वख से गुणक 
का पताद्धगां कर गणित करना चाहिये) 

२६७ इस पक्रम मे चठखनसमीकरण सस्वन्धि कुछ उद्राहरण दिखाते हं । 

(१) पक्र पसे वक्र का पता टगावोजो दिये हण. समीकरण सम्बन्धि वक्र 
परम्परा को काटने से निर्दिश्कोण तुस्य कोण वनावे। 


ज $ क्‌ 


कर्पना करो किं दिये हृष्ट वक्रकरा भजन्य ओर कोटिर ओर साध्य चक्रः 


काञु=यः ओर कोटिरः है ओर निर्दि कोण की स्प्लीरेखा=मष् 


तार तारः 

_, तार "तार ताय तायः 
1 स्पमन=्स्प-ः -- ‹------ । “ म--_____~ 
ताय ताय१ . `" स + तार तारः. 

` ताय ताय, 


क क क त तार्‌ क, श 
सिद्धवक्र के समीक्ररण पर से तत्र कामान यर क्रे फट रूपमे अश्वौत्‌ 


फ़ (य,र) एेसा सिद्ध हो जायगा भोर योग विन्दु पर दोनो वक्र के सुज कोरि 
पक दी हःगे इसलिये य\ कर स्थानम य भरर, के स्थानमेरको रख सकते दं 
इन पर से फिर साध्य वक्र का समीकरण भी व्यक्तदो जायगा । ऊपर के समी- 
करण करो । 


+ ता 
म {१ (य,र) ज) फः ( यःर ) -- -ल् णले छिख सकते 


हे जो कि एकधात प्रक्रम सम्बन्धि चटनसमीकरण के ठेसा होगा । 
यदि साध्य वक्र सिद्ध चक्रको काट कर समक्रोण वनावेतो म = > 
एय ~. ~ 
जैसे उस वक्र को वता जो उन परवल्यो को करने से समक्रोण वनावे 
जिनमें शिरःस्थान ओर य अक् ण्कद्ीदहे। 
कटपना करो कि परवखय का रः = अय यद समीकरण हे 


तारं २अ र 


नफ (चस== = 
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३६७ चटखरारिकटन । 


रर | 


„ ततार ८ व 


तस्य = 
न 


यह पक दीघेच्त्त का समीकरण इभा जिसका केन्द्र परवलख्य का हिरःस्थान 
ओर ्रहद्यास य अक्ष पर दम्ब होगा । यद्ग का सान अनिदिचत हे इसशे 
कोई दीघेच्रत्त जिनके व्यासो मे ९८२ : १ यह सस्चन्ध टो वे सव परवलों करो 
समकोण पर कारगे। 


तार\न , _ + तार९न तार\ न-> ङ 
(२) (तत (त + वा (द ` ˆ + चान = °०जहांपा, वा, 


इत्यादि य, रकेफठदटें इसमे रक्रा मान क्या होगा । 
दस न घ्रात भ्रथमसस्वन्ध चख्नसमीकरण में साध्रारण बीजगणित से कर 
ताच 


क य क, कि क क 
कान 1चघ मान अवेगा इसखिये न विध र करा मान चदखानयन से निकचेगा ओर 
नका घ्रातरूप पक ओर मान आवेगा | 


तार _ कता न 
ताचर- = - . ततस्र = अ इसलिये र = ग ¬+ अय वा 


रग अथ य दाना द्ये समीक्ररण को टीकर रखेगे ओर इनका घ्रात 
(र-ग--अय) (र--ग + अय) = ° यद भी समीकरण को टीक रखेगा । 
दस पर सं यट एक उदाहरण वनता हेकरिं उस वक्र को वताभो जिसमें 
चा = अय +करदहो 


क, क 4 
जस यदद 





„ ताचा तार 
ताय ` \ (तपः = अ+ क तायं 
ऋ क च, तार 
इससे सद्दे कि -कामन स्थिर नो कि -वार = 
ददे. तत्र का मान स्थिर दोगा मानोकि ल्तररस 


तो र = मय~+ग यह एक सरलरेखा का समीकरण हे 


~ तार ~ र-~ग र~ग 
“~ = म = ते धच \८.1 १ + (पय) , = +क (रर) 


यह समीकरण हुआ। 








(२) -तने = या इसमे र का मान क्वा होगा जहोँ या,य का कोई फल ह । 
तार ता तार तार | 
पटे मानो कि ~--=या .'. --- -)्या ` <८~-= [या 
तां ` त्तः ( न )=या,'. क्ति 1 ताय 


~ ॥ {  ||याताय } ताय 
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मिधितप्रकीणंक । | २६५ 


त ~ ~ ताश्र ~ ता , तार तार 
कर मान खो 1क ल्या, तो ` ~~~ = 
' ताय ८ ताय (न तायः | ताध 


र ऊपरक्रे णसा दरो वार चलानयन करो। यहाँ स्थिराङ्क को छोड 


ध तार 
(४) तंर = या यदा (रार कोटे फठदे) रका मानक्या होगा। 





क क द ह ५ 
मानसो कि ~प 1 प 
ताय तायं ताय तार तायं तार 





० प (~ ५ 
गा, ,. =-= ~ स्य शी | रातार 


तार 
(५) तार 


+ पा -तर +वार =° दसम रक्रा मान क्यादहोेगा। 


यर्दा मानो कि 
$ इ~८^शताथ " तार _ नि -.^राताय तार _ तादय 5 ./*खताय 


"ताय › ताय (> 
य "६त।य त ` 
इसलिये ३“ <्तय जा + पारा +-वा+ तय ! ~ 
॥॥ ताय | 


3 ता क क क ( 
= ~ श +पाडरा~+वा + -त्च = ० इसव्िये यदिपा ओर वा 


स्थिराङ्गहा तो सहजम दाका ओरद्ा पर्से र का ज्ञान दो जायगा। 
क्योकि यदि पा=-आओरवा=-कातो 


ताय ताया 
ताय तप्र 


जहां रा + आदा + का = ° इसमें रा का, अ, ओर क, मान हं । 


राः + आदश + का + + (रच-अः) (रा-क? ) = ° 


( 


दसम यदि रा=-अष्चादा=कः्‌तो समीकरण टीकदडोतादे 


ष क अ चय 
ॐ ग्‌ | 
इसलिये र = ६। ५ ५ - ग वा- ग तोनो 


ग वुस्यर मानतोनमी समीकरण ठीक दोगा इसलिये 


क 


५ 


अ* ओंर क' के सम्भाव्य, असम्भाभ्य, ओर तुद्य होने से इस मे कड भेद 
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३६६ चटरारिकटन 1 


2 


(६) नव हाथ ऊचे खंभे पर एक मोर वेश था उसने खंभे की जड़ से २७ हाथ 
द्री पर एक सोप्रकोविखुकी तरफजो कि खंभे की जङ्‌ में धी आते देख उसके 


ऊपर इ्षपटा 1 वतावो खंभे की जड से कितनी दूरी पर सोरने साँप को पकड़ा । 


दस परश्च में इतना म जानते है कि परतिश्रणमें सोँपकीगतिसे दूनी मोर की 
गति थी । 





>, ‰% 
४ पद ४ 
[6। न म या भा = काना 3. व क ~ 1 
भू] “1? स्‌ 


कस्पना करो कि अवि = खंभा = ९ = अ, विस = साप विट का अन्तर = २७ = 
क, सथ =ग, वि विख, सः प्रहिदेसोपकास्थान। अपगा, वह क्रे जिस 
मे मार चदा । इस क्रा अय रेखा य अश्न ओर अ मूल विन्दु हे । प्रतिक्षण मे जव 
सोँपदह्ी के सन्मुख मोर चलता तवस्पण्हे कि डृ स्थानमें जदं पर साँप. 
होगा वहां से वक्र पर्जो स्पशेरेखा होगी उस के स्पराचिन्दु प्रर मोर दोगा। 
मानदो कि द्ृ्ट समयमे सपं का स्थान स, ओर वर्टाँसे वक्र स्पर्रारेखा स, प । 
प, उस समय में मोर का स्थान ओर उसका मुज = अम = य ओर कोटि = पम = 
र है । मोर गति ओर साँप गति का सम्वन्ध = इ! मान रखो तो चटनकडन से । 

र ताय 


स, = तार स.म = र तात्र वि = अ- 
स्प ८ सर = तत्न सरम = त्रः "सराव = अ- य+ तार ¬ 


~य) -तार 
ताय 


इसलिये अपर चाप = च = इ < सस! = इक-इ { र + (अ- य) ~क 


विस+ = ५ (अ-य) +र । इस सस? = क-र(- अ 


इसका य करे वडा तात्कालिक सम्बन्ध निक्राटने से 
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मिधितपकीणकः। ३६७ 





ताचा | तार | (< 
स ~~ = ~ च ~~ - 
व तायं (अय) १) त तत्य 
इसलिये 
ता(/९) -तायड ध 
त्य ~ ~ ~ - यदि ^ = इ 
. य~ तार \२। न ` इ 
| त । 1 
[नयन करने से 
स्थि+ला(अ--य)* = खा[ तत्रे+^\८ 1 द+पत्ो}] वें प्रक्रम के (द) वं 


उदाहरण से) 
इसमे यदिय=०्ता 
स्थि + दखा(अ) ~= दा[स्प <अ +\^ { १ +स्पः <अ } ] 


= खा(-ऊ + उ) = खा(क + ग)- टा (अ) 


इसलिये स्थि = खा (क + ग) - खा (अ): + ˆ इसका उत्थापन ( १ ) मे देने 


अ ~ (^ 1) 


खधुरिक्थकोउड़ादेनेसे 


त्त्व ता न ५ [ १ + | नत न (२) 





( अ-य )‡ (क ¬+ ग) 
अर. £ ९ |, , (तार) ] 
€ ८ 9 . २ + ---- | 
(श -य)र (कग) 7९ + ९८ { १ (तर). } “ 1 (जव | 
तार 
= चत्त ~ 6८ ठ (३) 


(२) ओर (३) के अन्तर सं 


न~ [ज | [*ज | [ज] | क्न 


| 


इसलिये चटखानयन सं 
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चदटरारिकरलन । 


£ क ठ 
शः | अ "| (भ~) " 
अआ ~ (१ + इर) 


ए, ५ 
४). 
{9 








इसमे य-० तो 
(= अ अ अ क्+ग ~व, +ग क~ ग 
स्वि १ व्‌, + ) = र (५ 
१-इ२ क ~ग १ +इर५ अ १-इ-> १ + इ 
_ -ऋ- न्क + ग + गदर + इन्क-ग+टन्ग _ २दन्ग-रक 
९8 ~ ९ - इः 


इसका उत्थापन देकर समरोध्नादि से 


द 

कि अ | १- द 

र -- रद्ट्-ड्‌) ~= ---~ द न प ४ 
२८१ - ३२) ॥. क + ग. (अ-य) 


च 
रै 


अर | कृ+ग + १द२ _ -क+डःग 
रद्द | (अ~य) द्धः “ * = .* (छ) 
दसम यद्य =अतो चिर से सोप ओंर मोर का योग 











त्न ---- > 
दगा द - कड + इर्ग 


इतन अन्तर पर इञा) 


इस पर से यदि संख्यात्मक सान निकादो तो १७.०२ इतना होगा । भास्करा- 

तो अपनी खीखावती के क्षेत्र व्यवहारमे मोर ओर साँपका परश्च दिखा 

टे उसमें दोना की गति तुद्य माना लिये इ, = १ इस पर से ऊपर की क्रिया 
गे तो वि से अनन्त दूर पर भिन्न दिदामे योग आता दहे इसलिये भास्कर का 


3 


4 


करोतो विसर 

उदाहरण अशुद्ध हे । भास्कराचायं ने जो च्रिभुजगणित की युक्ति से अपने उदाह- 

रण का उत्तर निकाल्य है वह ठीक नहीं क्योकि मयूर कोर देवता नदीं कि उसे 

पटे से मादटूम दो जाय किम इस सरल मागं से चकर जव तक पृथ्वी के 

जिस स्थान पर पटचूंगा तव तक सप भी चट कर उसी स्थान पर पट्च जायगा । 
वेरोपिक कलन । 

२६८ । यदि य काफल ज्ञातो तो चटनकटन की युक्ति से उसके महत्तम 


क क क 


ओर न्यूनतम मान का प्रमाण भी माद्धूम हो जाता है परन्तु बहुत से रेसे चश्च है 
जिनमे य फ फल ही का पता खगाना पड़ता है जिसमें महत्तम वा न्यूनतम का 
धम्म हो। जसे दो दिये हए विन्डुओ के वीच मे पररमारस्प अन्तर जानना है तो 
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मिभधितपकीणे कः । २६९ 


यां न्यूनतम अन्तर जानने के लिये उस वक्र का पता खगाना पड़ेगा जिसका 
चाप दोनों विन्दुओं के अन्तर्गत वा_व 
परमा हदो यदि गाघादो गरा, 
निर्दि चिन्दुद्दों तो यहाँ दोनों 
विन्दुओं पर गये गापाघा, गावाधा 
इत्यादि वक्रो मे से एक पेसे वक्र 
को चुनना चाहिये जिसका चाप 
ओरोकेचापसेकोटाहो। पेसे आ नातं का 
वक्र का क्यासमीकररण होगा इसके यिये पक वक्र के पा विन्दसे दुसरे वक्र के 
चा विन्दुका पता खगाना पज्गा। इसपाभौरवा चिन्दुकाजो अन्तर है इसे 
पाना कोरि की वैरोपिक गति कहते है इसको “वै से भकार करंगे। ज्ेसा' 
गापाघा चक्रके पाचिन्दुका अरुज = आना=य ओर कोटि = पाना=र मानोतो 
यदि पावा वहुतदहीषोखाहोतोता ओर वै मे इस रकार का भेद हे अर्थात्‌ र+ 
तार इससे गापाघा कक्रमे पाविन्दुके बहुत दही पासमें जो पा विन्दु है उसकी 
कोटि पाना समद्री जाती है ओर र+ वैर इससे दूसरा वक्र जो गावाघा ह उसमें 
पाचिन्दुके वडुत दी पास्-जो वा विन्दु हे उसकी कोटि वाना समद्ची जाती दे। 





२६९ । ऊपर के प्षेत्रमे नापा=र .*, नापा=र+तार ओर नावा= 
र + वैर इसलिये नावा = नावा + ता (नावा) = र +वैर+ता (र + वैर) 
ओर नावा = नापा + वे (नापा) = र + तार + वै (र + तार) इसचि्यि 

र + वेर + ता (र+वैर) = र + वैर + तार + तावैर 

= र + तार +वे(र + तार) = र + तार + वैर + वैतार इसलिये 

तावेर = वैतार 

अथौत्‌ वैशेपिकगति की तात्कालिकी गति ओर तात्काङिकी गति की वैरो- 

पिकगति दोनो परस्पर तुख्य है । 

इसी प्रकार यदि तारकोरमानखोतो 

ताचैतार = वे तार, वा तावेतार = तातावेर = तावैर 

,* . ताध्वैर = वैता्र ओर इसी तरह तानवेर = वेतानर । | 

यदि रकी तात्कालिकी गति = रर यहो ओररकी वैरोषिकगति 
वहत ही अव्पदो तो ऊपर के सिद्धान्त से 

वै तार = वै (रर) = वैरवैर = तावर यह भी सिद्ध करः सकते हे । 

२२ । 
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२७० ` चटखटरारिक्रखन 
२२.७० । इसी तरह यदि | स = सर्तोस = तास, 


न 


स = वेतास१ = तावेस, इसलिये 1 वैस | वेतास, = | तावेस, 


= (- -4 3 ( 
स\१=वें | सख ओर. | चे | [स | |स = वे | सं 
क न. ( 
इसी तर्ड | वेस = वे | स 


| ० क मे = 
| इस से समसो कि वार चार न वार चदानयन किया गया हे। 


¢ 


॥ 
4210 


१। ऊपर के सिद्धान्ता के देखने सरे यह स्पण्र होता दहे किं तात्कालिक 
ओर वैदोपिक के गणितो मे केवलता ओरयेका भेद है अर्थात्‌ ताके स्थान में 
वैकोरखदेने से सव गणित तात्कालिकी गतिक ष्वसादो जातादे। जैसे यदि 
स=रन तो चखनकटन से तास =नरन- तार 
इसमंताकेस्थानमयेकोरखदेनेसे वेस = नर-ध्वैर 
इसी तरद यदि स = फ(य,र,प,च, इ०) जहा पव इ० 
= ¦ 





है तो चटनकटन से 


तास तास तल तास 
तास नः तादय नर तार + नातं ताप तात त्र ड्‌ 


=माताय~+नातार~+पा तप +वा ताचव+इ० 


तास तास तास तास 
ना जायाया प 
ताय 4 तारः ताप ५८ ताव 


इर्समंताकेस्थानमंवेकोरखदेनेसे 
वेस = मा वेय +ना वैर+पावेप~+व वेव +इ० 
२७२ वे. स, वा. वैस इस का मान यदि जानना हो जहां स, य, र, ओर 
इनके तात्कालिकी गति का कोड्‌ फट हो ओरय,र, टर चखरारशिक्रा फछडोंतो 
तास=मा ताय +ना ताच्य~+पाता्य~+वा ताभ्य + . 
+मतार+नतार+पताःर+वता्र+ .*. 
परन्तु ताय=ता ताय, ता्यन्ता ताभ्य 
इस स्यि ताके स्थानमेवेकोरखदेनेसे - 
वैस = मा वैय + ना वैताय +पा वेताध्य +वा बेताभ्य+ . . 
+म वेर +न वैतार~+प वेताष्र+व वैताधर+ .- ~ 





जहां मा= = वा, -इ० 
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= कनया क = कोः = क = = 


मिधितपकीणंकः। २७९ 


क 


॥ ~ ~ ् [~व ५ ~ 4 च = २ 2 
इस ष्टेये | वंस = । ( मावेय + नावेताय + पावंताप्य + वावेताध्य + . . . ) 


(> [3 (4 ~ 
+- ॥ (म वंर+न वेंतार + पचेताध्र + ववेताश्र + ..-.) 
परन्तु खण्डचलखानयन से 
च स + = # ~ - 
1 नावेताय = {| नात्य = नाचैय- ( तानाचेय । 
(प | द ( 3, (> ¶ 
|| पावैताध्य = 1 पाताचेय = पातावेय- | तापा ताचैय 
र 4 (3 द (3 
= पातावेय-तापावेय + । ताप्पात्रेय । 
ॐ [ ^. == ह ~ 
[| वावैताष्य = | वाताध्वेय = वाताध्वेय- | तावातावेय 


९ = (इ 
= वाताध्वेय-तावातावेय ~+ || ता्ाताेय 


व (4 (3 3 ~4 > (4 
= वाताच्वेय-तावातावेय + तावाचेय-- ( तावाचैय 
इ ड्‌ इ० 
इसी तरद 
ॐ, ( ( म ५ 
 [ नधेतार = || नताचैर = नवैर- | तानवेर । 


=. ८1 ॐ = ~प क ५ च 
[ पवेताशर = | पता तेर = पतवेर- तापवैर + | ताःपवेर । 


च, ^. ९ ~ ® ^ ९ 
| वैता = वता वेर-तावतावेर + ताववेर-- । ताभ्वचेर । 
इन सवका उत्थापन || वैस मे देनेसे 
~ 4 
[ वैस = (ना-तापा + तावा--इ०) वैय + (न- ताप + ताच-इ०) वैर 


+ (पा-- तावा +३०) तावैय + (प- ताव + इ) तावर 


+ (वा--ताभा + ०) तावेय + (व-ताभ + इ०) ताध्वेर 
+ 1 (मा-ताना + तापा-ताध्वा + इ०)चैय 


+ || (--तान + ताप- ताव + इ०) वैर 
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३.७२ चदराशिकटटन । 

इसके देखने से स्ट होता है कि वैय, तावेय, इच्यादि के ओर वैर, तार 
इत्यादि के गुणको मं साजात्य ध्मदे। इस खये पकचलसके मानमेलको 
ओर मानें तो इसके वडा से | वैस मे उसी चार के ओर खण्ड होगे ज्ञेसा कि वेय 
ओर वेर के वश से उत्पन्न हण हं । 


२.७३। . यदि स = राताय जां { शाताय इस के वैरोपिक का जान करना 
होतो कट्पनाकरोकि 


ताया = मताय + नातार + पाताप + वाताच ~+ माताभ + इ० 





3 तार तार ता्र 
ज || क रै च ज सै क ट [क (~> च 
ण प तायः व ताय ् त्यः ^. 
ओर तारा तासा ताश 
= मा= ताय 'ना = तारः प = "ताय ई 
इसलिये 


वेदा = मावेय + नचेर + प्राचेप + वावैव + भावेभ + इ० 
अव वै [शात य = | वे (राताय) = | (खा चैताय + ताय वैरा) 
= | (रा तवेय + तायवेरा) = [शा तावेय +  [ तायवैदा 
= न 
= चावेय +  [ (लायवेशा-वैयताशा) 
परन्त॒ 1 (तायचैरा- वेयताशा) = [ताय (मायेय + नाचैर ~+ पावैप + . . ~) 
चैय (माताय ¬+ नातार + पाताप + - - ^) 


= || ना(बैर-पवैय)ताय + | पा(ैप-ववैय)ताय + || वा(्ैव-भवेय)ताय -> ©< 


तार ताप ताव 
च यदा पष = "ताय, व= ताच ` * = ता 
इस ल्यिये | 
, (4 ` 4 
रव = तायवेतार--तारवेताय _ वेतार--पवेताय 
स तायः ताय 


(~ ९ = 

(५ ॐ, चतार-पतावय-तापवय ता > ॐ 
१ ~-----~ ब्र र नि पि -- पा क न य 
वेप-ववेय तय तत (वेर-पवेय) 
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= = छक्खीः ~ 


निधिंतषक्षीणंकं |. ३७३ 


ओर चैव = तायवैताप--तापचेताय ~ तावेप--वताचेय 
ताय ताय 
तावेप--वतावैय-ताववेय 


थ = 
~त = त (वेप-वचैय) 


ओर कर्पना करो क्रि 


द्‌ 
वेर-पयेय = द ... येप-वयेय = तन । वैव- भ वैय = - ता क इ० 


तायः 





५ इस ल्िये 


वै | शताय = राधेय +  [ नाहत य + [षा 4 + || वा त्यं ताय + 


ताह ताह तावा ताह 
|^ य वा तायं | ताय ताय ताव 








_ __ ताद तावा ४ 
तवा तायत | ह ---रताय 
ताभा ताद १ तामा 


= ताह ताद 
अं ताय । ॑ 
र | भा वाय = ताय ताय ` < त्राय 


३ 
| द ताय 


तावा , ताभ 
इस सिये वें [| शाताय दावैय + ( पा---ता . + ता 


त्च " तायः - २०) 


ताभा , तामा? ताह 

व्‌ य = तन {~ -~---~--- ड © वि 

प (वा ताय ताय ) ताय 
+ (भा तामा, + &०) ता + इ 


ताय < ˆतां 





हि तापा, तावा ताभ्भा ¦ 
~ 1 (ना----- + ----=-- क इ०) ह ताय 


ताय ताय ताय 
इस तरह से स्पण्ट देख पडता हे क| शाताय इसके वेरोषिक गतिमे दो 
भाग ह एक चख चिह्न के अन्तगेत ओर दूसरा चक चिह्न रदित इसमे जब य, 


ओर र+ तव शा, पा आदि का मान शा? पा! इत्यादि ओर जव यर ओर र, तब 
रा, पा आदिं का मान रार पाः इत्यादि मानो तो यर, ओर य, सीमा के भीतर, 
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२३७ ` चटराईिक्रटन । 


वै || शाताय, इसका मान 


4 ताव ५ 
दा-वेय>- रा? वेयः + (पा-- यः + तार -- इ०) हः `` 

तावा ता सार 

== 1 -- ३०) ९4 

य तापा तावा 
[~ 1 ना र = द । 
( ताय तयं ) ह ताय 
यः 


२७४ यदि स = फ (यर) जहांयका र ओर फटदहैतो यहां भी 
ऊपर के प्रक्रम की युक्ति से कल्पना कर सकतेहो कि | 
तारा माताय~+नातार+्पाताप~+्वाता व+द्‌० 

+वा तादा+पा ताया-+न वा ताव + द° 
इस च्िये 
वेदा = मा वेय + ना वैर + पाचेप + वावैव + ₹० 
+नावैट~+पावेप~+वावैव-+द्र० ` 

यहां ना, पा इत्यादि उसी चाटके देजंसेकिना, पाण द अथौत्‌ रके 
स्थानमलर्कोरखदेनेसेनापा इन्दो जांयगे। 
यहां भी यदि वे - पवय दतो उपर ही की युक्ति से 


चे | शाताय = शावेय + (पा -- र + ता --₹०) ह 
ध ~ = ३०) 
+ (वा -- न ३०) ताह 
+ तु 
+ 0 -- तय 1 तायं -- ₹०) द ताय 
ल + क) दय 


२७५ जिख युक्ति से चलनकटन में सिद्ध दे किं यदि र=फ(य) ओर 
रका महत्तमवा न्यूनतम मानदो तो तार =° उसी युक्तिसरे जिस. समय 
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मिभितपरकीर्णकः । २.७५ 


[ शाताय इसक्रा मान महत्तम वा न्यूनतम होगा उस समय वै | च्श्ाताय 


यः 
यष 
= ° णसा होगा । परन्तु जव वे इसका मान एसे समय में सर्वदा शून्य होगा तव 


कटे सक्ते हं कर २७२ वे प्रक्रमम वेरोषिककामानजोदो खण्डमें एक चल- 
चहान्तगत आओंर दूसराः चल चिह्न रदित मं सिद्ध हुआ हे वे दोनो पृथक्‌ पृथक 
दन्य के तुद्य हागे जेसे | 

(१) उदाहरण, दो विन्दुओं का परमास्प अन्तर जानना हे यां 


1 दाताय = {५/८ १ + लै ) ताय [८ १+पः) ताय 


इसलिये शा = \८(१+ पर) .* . तारा = ----- - - 
) प्ठ्क्ल तष 
यां स्प देख पड़ता दहे कि यदि इसे २७ वें पक्रममें ताराकाजो रूप 
टे उसके साथ त॒टना करो तो 


मा=०, ना=०पा= ------र, वा= 
4 ८ (९ ~ प ) ष्‌ चा © 
ओर चख चिद्वान्तगेत मान को दन्य के तुल्य करने से 
तापा तापा ~ < प 
ना ०. ०.. प्रा = स्थिराङ्क = ग = त्रच 
ताय ताय | ॐ ५८ (१ + पः) 
२ प~ - ९२. ग 
तव गः = ---र - ग = --- ओरप=-----र्- =अ 
कन श = 
दस लिये 
तार 


तत्वं = अ तव र = अय + क अथात्‌ दोनो विन्दुओं में परमास्प अन्तर उस 


वक्र का चाप होगा जिसका समीकरण अय + क = र यद अर्थात्‌ सरररेखा- 
रूप होगा । 


(२) दो बिन्दुओं के वीच मे णक एेसा वक्र वनाघो जिसमें. ऊपर के विन्द से 
कोद पिण्ड पृथ्वी के आक्रप्रेण से उसके चापमे चङ कर परमाद्प कामे नीचे ` 
की विन्दु पर पर्ंचे । यहां चाप का पमाण चा । 


् अग = र, कग = य; ८अगक = समकोण, प्रथ्वी के 
ह न क 
आक्रष्रेण का वङ्न्वे मानोतो गतिविद्यासे अ से 


ग ~ # क तक्र चाप की गाह सरे पिण्ड के आने मे काल 
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२७६ चटखटरारिकटन । 


तयं ^ (१ + पर) १ ४ 
सेकण्ड में ॥ लाय 6 ल । ताय = ह| रा ताय 


९८८१ + प) ९८ (१ + पः) 
चा = । ओर तारा =- ताय्लारल्वाहकतं ताप 
+ ५८ २८ (१ + प) 
इस लिये 
\८ (१२ +प ) 
मा=-० ना - =“, पा = ------, चा =० 
£ २२२ ^ २९८ (र प ) { 
= तापा तापा (| 
-------- = ----- इस्यटये इसका उर 

आर ना नध न | तस्र ई स्य इस त्थापन 
ताशामंदेनेसे 

तादा = तापा नन + पा ताप = तापाप+पा ताप =ता (पम्पा) 

इसचल्ियै रा = पाप+ग जर्टाग कोड स्थिराङ्क दे । 

९८ (१ + प) पः 
अव चा न शं = ~~ 


ध १ 8 र मअ 4 
ल-त == ग = ~ = र नप ) = --- स म 
"य ल \८ ( ) ९ स ओर 
प = ताम हि ९। अर यह एक चक्राख्द का समीकरण हे (चटनकलन देखो) 
(३) उदाहरण । दो वक्रो के वीच मे परमाट्प अन्तर निकाटो अथात्‌ दोनों 
चक्रो मे एक एक पेली विन्द्‌ उहरायो जिनमें परमास्प अन्तर हदो । 
यहाँ (१) उदाहरणसे दो विन्दुं मं परमास्प अन्तर का समीकरण 
र = अय + क ओर रा = ९८१ + प जहा प = कोड स्थिराङ् । 


क क ॐ 9 दिये 9 मे तार तार क 
खो ---- = म, --- = न ओर जिन 
मानणखोकरिं दोनो दिये ह्ृएवक्रोंमं वलते र 1 


विन्दुओं को परमाद्प अन्तररूप सरलरेखा दोनो वक्रां को कार ती हे उन विन्दुं 
के क्रम सरे भुज कोटि रः, य, ओर रर, यः हतो 
वैरः तार, वयर तारः 
-=-~ = --- = म ओर =-= ----~-=न 
वैय! तायः वैय; तायः 
, परन्तु २७३ घक्रम मे महत्तम ओर न्यूनतम मान मं 
दा. वैय. -- रा, वैय! + पाः ह> -- पा, ह, = ० 


न्तु अन्तिम विन्दुं का वेरोपिक गमन भी शल्य होगा । 
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मिधितपकीणंक । " , ` " -3७9 


इसचखिये शा, वैय? + पा? हर = ०, दा, वेयः + पा, ह> = ° 
ह, ओर द> का मान २७३ वें पक्रम मं जो है .उसका उत्थापन | 
देनेसे शारवेयप+पाप(वैरः-पश्वेय्‌)=० ~“ ~ “ “~ (१) 


° रा श १ 
(१) । ९ र 7 प ं „ ,„ म = पः पा, त = 
॥ रा | रा २ + १ श 
(२) से शा९+ पान -- पार पर= ०... शता त = 


,*. १+गम=० ओर +ग न= ०। 
ह दोनो समीकरण दिखलखतेदहै कि सरखरेखा दोनो वक्रो को काटने 
से समकोण वनाती है। ओर दोनो, विन्दुओं .पर गद इदे सरर्रेखा का 


{ऋरण रर, = ~  य-य ग = --- ~~ रसका उत्था 
समीकरण र-र, चत्व ( )). 7: 517 = == इस त्थापन 


९+-गम ओर १+गनमेदेनेसेदो समीकरण होगे ओर वक्रौ के समीकरण पर 
से यर ओर यः! के फल के वदा से र रः के जानने के ल्यि दो समीकरण ओर ` 
दोगे इस तरह से चारे समीकरणो पर से य~, य, रर, रए चायो के मान व्यक्त 
हो जार्थेगे । ह 

(9) रेखा वक्र वत।ओं जिले चाप, अवदत के चाप, ओर वक्र जातीय 
उ्यासाद्धं से. उत्पन्न क्षे्फल न्यूनतम हो । यद्य १३९ वें पक्रम से यदि.फल का 
मानञआमानोतो 8 





इसलिये रा = धप यदौ खा के मानमें केवर प ओर व दँ 
. इसलिये २७३ वें क्रम से ताशा = पाताप +वाताव | 
. इसलिये तारा = न + ताप गा९+ वाताच 
= तावाव + वाता +तपिगा९ ` | र श = 
इसलिये रावा व+प गा, + गार (पष ्‌ य | ५ ४५ (9 


२३ 
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३७८ | चलरारिकलन । 


जाँ गा, ओर गा. कोई स्थिराङ्क ह । 








पः) , र 
परन्तु शा = (\+प) *. ताचा = ५१८१९ +प) ताप _ (९५प-) 
चव व . चर 
~ द१द्‌ 
इसलिये २७२ चे पक्रम से वा-- (९+प) इसका उत्थौपनं (१) मे देने 
( २१२ -- २१२ 
से 4 +प (९+प> व+-प गा१+गा. 
{5 व(गा९ प+ गा). _ = 
च “ ` ट्प ` १+प ध) 
चखानयनं से 
--ः गार प ~ गा१ ~ % ^ 
गर स्प प ~+ व 0 वन (६ + पर) म कक शि य -- गट, ® 18 8 8.4 (२) 
ओ व (गार्पः+गा-प). __ 
चखानयनं से 
„ _ प><गार-+गा- ४ 
ग * प ~ ~~~ = % राङ् ९ 
^ स्प~प त | र + स्थि 


इसमे गाः जोड़ देने से 


४ ग 1 भः गा = 
गाःस्प^~ष 1 प =© र +गा+, ° * * ४ (३) . 


(२) ओर (३) से स्प - पको छोप कर देने से 


गा-प ~ गाः) - 

न = श्व गार र - श गाच्य+ गार गाज, - गाः गाः 
4 ६ गा-प ~ गा, 

इसे लिये \^ ( १९+प ) २२९८ (गाः र ~ गार्य -+का) 


जहां ७ का = गार गा, - गा, गाः 

कर्पना करो कि एक स्थिर विन्दु से गणनां करने से वक्रं के चाप.का प्रमाण 
चा हे तो चखानयन से चा+गा= ६८(गाः र - गां, य +कः) . . (४) 

मू विन्दु ओर अक्षौ के परिवत्त॑न से (८४) का रूप 

चा = ५८८अय + स्थिराङ्क पला दो संकता है जो किं ७१ वें धरम सै चक्रा 
ख्द्‌ का समीकरण हे । | 

(५) आकाडा मे दो चिन्दुओं का परम।स्प अन्तर क्या दोगा । 

दोनों विन्दुओं का अन्तर चा मानो तौ "त 
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मिध्ितधकी्णंक । २७९ 


ताच् = \^ { ताध, + तांर्+ताद) =स 
स खिये २७२ वं क्रम से खण्ड तात्कालिकी गति पर से 


तास्त _ ताय ताय _ ताय ङ ट 
ताय ~ क्ष ~ इं ता ताय, व्रर्‌ दंत तार आर ड तता ताख 
न> > (` = 2 ताय ~ 
इल च््यि वै ख= | = 1 चा = [त वै वा 
| | चस ¦ वेताचा | तज वत तपत + 
ता वै 
ताचा तख 
ताय 
ताचा वेय + त ताजा वैल | ता( ताचा ) चश ~त ( ) वर 
ताल 
तां (---- 
ताचा 


इस लिये मा=०,म=० मौ = ०, (क्योकि न्यूनतम मान में सव प्रथक्‌ पृथक्‌ 


शल्य के तुल्य होगे ) 
ताय तार ताट 
ना = = = ~~ =© = ु 

= नव == | 1 ताना =° = तान = ताना 

„ ताय तार तार 

* * ताचा म ताचा = ऋ, ताचा च 

4 

ओर 1 २ = अः+कः+गः 


तघ्चाः ताचाः ताचा 
ओर ताय अ तार _क . 


अ 1 ~ 1 
तार गः ताल न ` ` । ग = ग द 


, ~ यह इष्ट धरातल मं एक सरू रेखा को पतित करने सरे जो सरटरेखा 
होती हे उसका समीकरण हे । 


(६) जिस धनक्षे् के पृष्ठ का समीकरण दिया है उसके पृष्ठ पर दियि इए 
दो विन्दुओं के वीच ते परमाद्प रेखा का भमाण क्या होगा । 


कर्पना करो कि दिये हए पृष्ठ के समीकरण पर से 


ताक = प ताय +वा तार देखा समीकरण बनता हे जहां प, ओर व, य, र के 
फलदं । तो वेल = प चै य + व वैर पेखा दोगा इसका उस्थापन (५) वे उदाहरण 
मेदेनेसे 


वै | ताचा [ ताय ] तार  _ ताछ 
तत्चा ` ताचा वैय + ताचा ताचा | वैर 
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२३८० चररा्िकलन । ` 


= ता तार ता 
1 ---+पता कय + ---- 
॥ | | ताचा ताच ता तचा † व ता तचा वैर 


इसखिये परमास्प अन्तर सें 


, [ ताय ताख तार 
ता | | पता| | =° अर ता - 
ताचा ताचा = ताया". ताचा 
पृष्ठ के समीकरण परसेपओर व कामान निकार फिर जो रेखा परमास्प 
अन्तर रूप होगी उसका समीकरण (१) के वङ्‌ से निकार सकते हो । जसे 
यदि प्ृष्ठका समीकरण ल=फ(यः+र) पणेलाहोतो 
यहाप=२यफ(य +र), व=ररफू(यः+रः) ओर मानयलोक्ति चा 


स्वतन्र रारिदेतो (१) से 
ताय ताख _ ताय  . 1 ताल ह 
ताचोर + प ताचार = ताचार + ९ यफ^्य +र, तोच =° › „` ` (२ 
तार ताछ ताय २ ता | 
== र र © 
ताच + ब ताचार = -ता्रार + रर फ(य +र ) तोच = °, (३) 
(२)कोरसेओंर८(र)करोयसरे गुण कर अन्तर करने से 
ताप्य तार 
र्‌ = । कोस्या-? 
ताह = य ताच यद्या यदि रुः = यः+ रः ओर घ = कोज्या 5 
तो र ताय -- य तार = ता(श्रुः ताप ) =° 
ताष _ ग. 


क (4 
स्थसाङ्क = ग आर्श. । 
ॐ "८ &*-ताचा | 


यदह उस कोण की ज्यादैजो कि परमास्परेखा उस वक्र को 














2। 
` ताचा 





तष 
परन्तु | 
परन्ठ 4 ताच 
कारकरः उत्पन्न करती हे जो वक्र किं स्वयं घूम कर घन क्‌। पृष्ठ वनाया हे। 
इसचख्िये रस कोण को यदिभकटोतो ; 


ग 
ज्याभ = --- = -------दर 
श्रु \८ (य +र ). 





| ताष (अ 
अथव।( जव श्रुः =ग इ 
1 ध॒ता = ग इसलिये | 
+ ताष्र २ ताचा २ ताप तालः 
= ग = ग <, 
2 `ता ,ताश्चु १५1 ताश्चुः ताश्च 
(७५ वां ओंर ९८ वां पक्रम देखो) 


समदोधन से श्रुः श्रुः -{ग) लः =ग[ १५फ्‌{ र 
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॥# "कीः ` ऋ [> क 
; 


मिधितप्रकीणेक । | । २८१ 


ताप ` ग १01" 
ताश्च = शु ुः-- ग म 





{5 


क 


 कट्पना करो कि घनश्च गोट दे ओर यह याम्योत्तर वृत्त के घूमने से वना 
हे पाक्‌ कपारु मं क्षितिज के ऊपर कदी रचिकेन्द्र ओर चन्दरकेन्द्र दो दत्त विन्दु 
द इन दोनो के भीतर गोलप्रषठ पर परमादप रेखा खीचना दे। कल्पना करो कि 
परमार रखा याम्योत्तर चत्त के साथ म कोण वनाती दे। 


ख अक्ष गोर मे जहो गा है वहो से परमास्प रेखा ओर याम्योत्तर चत्त के 
सम्पात तक एकर महद्चरत्त अ अंडा, ओर गो का व्यासाद्धे त्रितो यदहो यदि 
त्रिकोणमिति से १ व्यासाद्धै मं जेखा कि सवेत इस ग्रन्थ मर मं हे ज्यासाधन 
करोतो श्रु = चिञ्याअ, 





आर ऊपर की यक्त से ज्याभ ग । ज्याम > ज्याअ = - 
च श्र भज्याथ - छर 


अशौत्‌ दोनो जीवा का घात सवेदा स्थिरदहैजो कि महद्च्रत्तमें घम पायां 
जाता हे इसलिये दून चिन्दुओं मे होकर जो महदूचरत्त जायगा उसमें दोनों 
विन्दुओं के भीतर जो चाप दोगा वही वरमारप अन्तर होगा। 


२७४। - वहत से प्रन एेसे है जिन्दं कि सास्वन्धिक महत्तम॒ ओर न्यूनतम 
कटते दे । समस्रोकिदो सीमां के भीतर किसी फट का चखानयन करने से 
पेसा मान [स जानना देजो महत्तमवा न्यूनतम दहो इस नियमसे कि उन्दी 
चररारिओं के दूसरे फ का उन्दी सीमां के भीतर चलमान | स? एक दिये 
ह्ण स्थिर संख्या के तुद्य दो । जेते वक्र के परिधिका मानस्थिरगकेतुखय दहो 
ओर फर महततम दो इस नियम से पता गावो किं कौन सा वक्र हे । 


पेसे प्रदनो के उत्तर करने में [ख को पक स्थिर संख्या अ से गुण 
कर 1 संम जोड देतेदै फिर इसके वैरोधिक को शल्य के समान करते ह 


क्योकि महत्तम वा स्यूनतम मान मं 


वै ( | स+ [ सः) ताय वै | सताय + अवे { स ताय 


क्योकि भरदन के असार [ सताय यह महत्तम वा न्यूनतम हे इसलिये 
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३८२ ॑ चखरदिकख्न । ` 

वैः ॥ सताय = ° ओर [ख ताय=ग-स्थिराङक इसखि्यि चै [स ता्थ=० । इसी 
तरह भरद्न मं यदि यह नियमो कि || सताय महत्तम वा न्यूनतम ओर 
[ स्ताय ओर ( खसताय स्थिराङ्क तो | सन्ताय को सरे स्थिराङक कसते गुण 
कर ऊपर के योग सें जोड़ कर इसके वैरोपिक को शून्य के समान न अश्वत्‌ 
वै { [ सताय + अ | सप्ताय + क | सताय ; =° फिर पदन के क्से अ,क 


स्थराङ्कक्ा ज्ञान भी दौ जायगा । 
(९) उदाहरण । वहत खे चक्र दै जिन सभो का परिधि मान स्थिर शं के तुर्य 
हेतो वतावो क्रि किसर का क्चेच्रफल खव वड़ा दोगा 


यहा पदन कमं वोदखसे ५ सखश्ताय = | \^ (१ + य%ताय = ग, 


ध ख ताय ~ | र ताय 


इस लिये ( खा ताय = { { र + अ\८(१ +- प) } तांय ओर 
इण = र + अ\८ (+ प) फिर २७दे वें प्रक्रम ओर २७५ वे ्रक्रम से 


अषप =, 
तासा = तार+ द्रपदे ताय आर, ना (3 = 


इस छिये शा = पाप + र्थि ओर र + अ९,८(१-+ पर) = ्द्ः्क्े + गः 


दु द अ ग र = २ 
स<मद्मचन स र~ 10 = ह छ क्ल ङ्य | -- \^ {अ -(र-ग)' }_ र < ग्‌ । ) | तय 
~ ७ 
(र ~ गर) तार 


[4 
ओर ताय = ----~-~--च 
त्क्ष त्स्न्तन खानयन खे 


य॒ ~ गर= -\^ { अः - (र - ग): } 

.इस छिये (य ~ गर)*+ (र ~ गर)° = अः परन्तु. यह चन्त का समीकरण हे 
इख लिये सव से वड़ा चत्त फर का होगा । ॑ 

यह पदन ओर २७५ क्रम का (२) प्रन दोनो सन्‌ १६९६ ई० मे जान व्न॑टी 
( [गण 51011 ) के निकार हप हँ ओर जान वर्न॑टी ने इन के उत्तर को 
भी वैशेषिक कलन की रीति से निकाखा। वेकलेपिककलन के पचार के जड भी 


यदी दोनों पदन दं । 
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नि न निषि नि 1 द नि अ त त ॥ | ज 





भिधितप्रकीणेकः । | २८३ 


२७५ प्रक्रम का (२) जो प्रन दहै उसे पेते भी कड सक्रते दो कि पकः पेसी 
पतरी ` काच कीटरेढी पोटी नटी जिसके दोनो शिरे खुखे हौ बनाचो जिसके 
ऊपर के रिरे पर यदि एक गुर परमाणु पदाथ छोड देः तो वह पर्मास्पि काटने 
नीचे के रिरे पर प्च जाय । 


क = क 


इस प्रदन को अङ्करेजी मे व्याचिसरोक्रोन प्रदन का ( 210) ० € 
01-261115106111016 ) कते ह । | | 


(२) उदाहरण 1 य अक्ष के चाये ओर पक वक्रको धघुमाकर एक पेखा 
घनक्षेत्न बनाया चाहते ह जो य अक्षगत नियत दो चिन्दुभ पर जाय ओर जिस 
का पृष्टफर स्थिर गके तुद्य ओर धनफल महन्तमर दहो तो उस वक्रका 
समीकरण वताय । क ५ 

यहां पृषएफख = प्प {२८८ १ + प) ताय = ग ओर घनफङ = 7 व रताय 

इस लिये ऊपर की युक्ति से | 
८19 ५। अ २ 
प ( रताय ~+२०८्अ १ २५८८१ + प ) ताय यह । 


वा | रताय +२ अं | र\८^(१ + प) ताय | दरातिाय 


, ` यह महत्तम होगा 

इस लिये रा = रः+ ९अ २९८(१+ प) ओर 

| अरप 
चठ क्ल तप्य 


< ना ~= २» ओरपा--~+अरप 
. इस खये मा =.०, ना = रर + २ अ\८(१ + प) ओर पा तटद्क्लं 


इस लिये मा= ०, ना = रर + २अ ^ (१+ प) ओर पा = त्न | 


तां्ा = २ र तार + २ अतार८(१ + प) + 


ईस चये रा=पाःप+स्ि = -त्स्क्ष तर + गः 
= र + रअर\८^ (१९ + प) 


= गअर | \८( १ ) ८.८९ + षः र पर) ) (र + फर + र) = (१) 


` यद्या घश्च के असारः वक्र य अक्ष को-दो विन्दुओं पर काटता ह इस ल्य 
डन स्थानो मे र =° इसका उत्थापन (९) मे देने सेग\ =° इसलिये 
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३८७ ` चटखरारशिकलनं । 


अ 
(कः [र फट्क 
एल मे यदि र > (मकु =° तो (त. | 
" पः +-१. = थध इसलिये प = न = तायं 
~ र ताय .. र तार 
इसलिये न्क त - - -्त्ण््स्ण 
--- :^(७अ- र = य-गर ." . र'+ (य - गर) =७ अ 
` यद. एक चत्त का समीकरण है जिस का केन्द्र य अश्च पर ओर व्यासाद्धे 
= --२अ हे। | 
कठस्पना करो किय अक्षमं, ओरका विस्दु नियत दहे जिनके उपरो 
कर प्रदन के अनुसार वक्र को जाना चाये । तो यदि, काके व्यास मान 
कर एक गोल वनाया जाय ओर प्रदन मे दिया इुआ स्थिर पृष्टफलक इस गोल के 
पृष्ठफल के वरावर हो तो इख गो मे प्रदनोक्त सव आलाप घर जारयैगे परन्तु 
यदि दिया इआ पृष्ठफर इस गोरः के पृष्ठफख के वरात्र न हो किन्तु य अक्षमं गा, ` 
ओर घा विन्डु जो है उन के अन्तर को व्यास मान कर जो गोर होगा उसके पृष्ठ- 
फल के चराबर हो तो पेखी स्थिति मे पेखा समञ्चना चादिये किं आग, य अक्ष 
का भाग, गाघा व्यास पर वना गाचाघा च्रत्ताद्धं ओरय अक्षका घाका भाग 
इन ` तीनों को एक मे मिखा 
देने से आगाचाघा कायहजो 
आ ओर का दो नियत विन्दु- 
आ पर गया इआ' यर धरा 
, तल मे पक वक्रहैय अक्ष के 
चाणे ओर उस के घूमने से 
क 1 . अभीष्ट घनक्षेज् होगा जिसका 
पष्ठफर दिये इए प्ष्ठफल के समान ओर. घनफ्क महनत्तम होगा । 
` इसी तरह यदि आकरा से गाघावड़ाहो तो भी समञ्च ठेना वाषिये। 


= ताय 


~ 








आः आ गा धा 


| | | ` र 
उपर का समीकरण भी विखलढाता है कि जवं र । र त =० तो 


= ० यह भी एकर वक्र का समीकरण दोगा जो कि यहां पर आगा ओर घाका ` 
` सर रेखा के समान होगा । 
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अभ्यास के छिमे रश्च । ३८५ 


इस भकार से बुद्धिमान को चाहिये कि इस श्रन्थ भे दिखखाप्रे गये जो 
सिद्धान्त हे उनके अभ्परा्त से नाना प्रकार की कश्पना भते वुद्धि्रङ से करे। 


अभ्यास के छखिये पश्च । 


२। 1 र [ सअकोज्याषर(यु) श्रु ताश्ुताष. इसमे क्रम लि चद्खो 


५ 
यअ | र क 
उत्तर | ५ = फ (शुष) श्ुतापतार 
628 


। | [ स | = 
२। ॥ 1 0 फ(य,र) तार ताय इसमं क्रम को बदल देना-हे । 
6 थ । | 


ॐ० . [१ (र फः (य,र) ताय तार 
® १-\८(१-र) - 
= १. || + फ(यर) तार ताय इसमे क्रम को वदना है। 
© यः 


ध . 
उ० | अ 19 ५८ (अर)क(य,र) ताय तार + | श्भ-र फ(य,र ) ताय तार | 


७1 4 + अ फ( यर) तार ताय इसका क्रम वदने से केसा ` 


9 \(अ-यप) . | - रूप दोगा । 
०. {अ | . फ(यःर) ताय तार + 1 = फ( य,र ) तायतार 
(५, \८ (अ- र) | अ ॑ © | " कि 
| + [रेअ | अ क(य,र) ताय तार 
` यअ र-~अ 


५। यदि य = अज्यापज्याष, ओर र = क कोञ्याषञ्याष' 
` तो सिद्ध करो फं वदने से | [वार ताय इस द्विगुण चरू का 
~ 1 अक्र ञ्याष, कोज्याप\ ताष ताषः फेला रूप दोगा} ` 


६। यदि य = वजञ्याअ?+ श कोज्या, 
ओर र= बकोज्याभ, - शज्याभः! तो सिद्ध करो कि 
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३८ 


५1 


चटखरादिकलन.। 


| | फ(य.र) टम वः 1 फ, (वश ) -- ता ताव - 


^ (*-व-श ) 
७। सिद्ध करो कि 


00 
| 1 फ(अय+कर) तार ताय | प्(य)ताय 
ह 


© 
॥ इ ध र केपच्य्ाअर + 3 
|| द + स्यर्काज्याभः+ र) तार ताय इसको अन्तीय शु 


युग्म के रूप मं वदरो ओर तव दिखलावो किं यदिय ओरर की सीमा ० ओर 


% दातो द्विशुण चल का मान -दल्यभ्न- दोगा । 
९। सिद्धकरोकि 
९ | वाता २ प --_ - अक- 
6 (ग^+य+रपेर ` ग~+^(अ +के +ग. 


१०। अक्ीय भुजयुग्भके रूपमे वद करा रोकरि 
1 ह 69 अ तार ताय _ स्थ 
न ॥ 
~~ 220 ~~ 0 (य हव + अ) (य +र + अः) स्ं~+ | 
१२। यदि य = श्रुकोञ्याप ~+ अज्याप ओर श्रुञ्याप + अक्रोज्पाध 


| | फ(यः,र) तार ताय इसको वदने से कैसा रूप दोगा । 
1. | | क्ुकोज्या् + अज्याष, श्रुखयाष + अक्रोञ्याप) (अच्यारप्र-श्रु)तारताप 
./ र " < ^ क 1 
१२॥। सिद्ध करो किं 1 1 ~ = ताय = = (<-१) 


(१ +यः+ र) 


यहां चलानयन य, ओर र कै सव धनमानौ के भीतर किया गया दे ओर 
यः +रः^ २ । | ॑ 


१२३ । सिद्ध करो कि 
| गम्‌+ १ 
| | क 7 --- 1 0- 
~य -र -दट न ‰ 
\^ (१ ) २नगा ( ॥॥ ) 
जहा चटरारियो की संख्या न टै ओर चलखानयन सव धन मान के भीतर 
= 8 9. 0 (य 
क्रिया गयादहेजोकरियः+र^+-ङः+ ...- ८ १ इस नियम से सिद्ध दोतेदे। 
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[व 


अभ्यास के लिये परश्च । ३८७ 


२४ । सिद्ध करो कि 


_ ८ „ज्याय _ स्ज्यास्य  उञ्यार्य धञ्याध्य 
ज्याय = न 2 रष्व" दथ्इ२- र्ध ) 


[1 ~ 
५ क (1 ३० -4 -. न> क्‌ 


१५ । सिद्ध करो क्ति 


. 
५--~-~ 


पयसे ३० हाथ के अन्तर पर दृक्चिण ओर उसका पोसा 
मय्य प्रवरे की ओर चलने खगा वेसे दी तीतर भी मदष्य के 
प्रस पटुचने के लिये चखा तो वतावो किं पथम स्थान से पूर्वं करी. ओर कितनी 
दूरी पर मचुष्य ओर तीतर से मेंट दुई) इस पश्चमे इतना जानते डैकि 
पतिक्षण मे मयुप्यसेदूना तीतर चलता धा 


ख 
ही 


ड० ˆ २० हाथ । 
न म्नौ क ५१९ (त ~ ( "त 
२७ सीं हाथ ऊचे णके ताटच्रक्के उपर एक कोभावेटा था उसने पेड 
की जङ्‌ सरे दक्षिण ओर २५ हाथ करे अन्तर पर दक्षिणी की ओर जाता पकः 
मूसे को देख करर उसकी दूनी गति से पकड़ने के लिये ञ्पटा तो चतावो कि पेड ` 
की जड से क्रितने दाथ पर कोभ ने भूसे को पकड़ा । ` 


१८ षर्व से १०,००० हाध्र उचे पर जा करर पक कवृतर ने प्रथ्वी पर ठीक 
अपने पेर के नीचे चावल को देखे कर पक पछ मे २०० दाशर की गति से उतग्ने 
लगा परन्तु उस समय प्रवे की वायु एक चार सरे वहती थी जिसके कारण एक 
पठ कां गेति कवूतर क पूवं की ओर भी १०० हाथ हो गदे तो वतावो कि. कितने 
परक में वह कवूतर प्र्वी पर पर्चा । 

उ० ६६३ पट 
२९ २६७ प्रक्र कं (द) वें प्ररनमं मोर ओर सापकेयोगसे वक्र चिवाद 


होगा उश्तका क्षे्रफल च्या दोगा । ड०, फक = -(२ इह क ~ इष्ग) अ 


छगु - 
२० श्द्व परदनमं मघुप्य ओर तीतरकेयोगसे जो वक्र जिवाड दागा 
उसक्रा फट क्या होगा । ॐ० फट = ६२० 
२१। १७ वं भ्रदन मं काक ओर सूस के योग से जो वक्र जिवाह दोगा उस 
का फ़ल चताघो । उ० फट = कोटि (२ युः» जज + गु >< कणे) 
४ गुः-२ 
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२८८ चरखरारिकरखन। 

काक गति 

मूस का गति 
२२ १८ वं प्रदन मे कपोत जिस वक्रमें पृथ्वी परं उतरेगा उससे ओर 
कपोत की चाद १०,००० से जो चापक्षे्र होगा उसका कया पट होगा । 


२(१०,०००) 
द 


यहां गु = 


० पट = 


३ 


= (~~ ( स 
२३। पक वक्र पेसा चतावो जिसमे || $ = त 





ताय इसका मान न्यूनतम हो । 


_ ग(२ + प) १५पः 
दद = गगा (त + त=), 





२४ जिस सच्याक्रार राङ्क के प्षटका ठ=दइ,८(यः+रः)=इ श्रु यद 
समीकरण दे उसके प्र पर दो दिये हए विन्द के वीचंमेजो पर्मास्प रेखा 
होगी उसक्रा समीकरण वाचो । उ० श्रु = = प 1 गः 


२५ चक्र का चाप ओर फर स्थिर दै ओर यदह वक्र य अक्के चारो ओर 


धूम कर एेसा ध्रनक्षोत्र वनाता हे जिसका घ्रनफर्‌ महत्तम है तो वक्र का पता ` 


खगावो । उ० यहां चा = 7८ रः+ कर + अ९८(१+प)पेसादहोगा फिर इस पर 


# 


से २.७द परक्रम की क्रिया कर वक्र का समीकरण जानो। | 
२६ सव वक्रो में क्षेच्रफर स्थिर ह तो वतावो किसकी परिधि सव से छोरी 
होगी । उ० चत्तकी। 

२७। वक्र का चाप स्थिर हे ओर यद य अक्के चारो ओर घूम कर पकर 
रेखा घरनक्षे्र वनाता ह जिसका न्यूनतम पृषटफट है तो वतावो वह कौन सा 
चक्रः हे । उड० कातन्वद्ी ((-21<11819) 

२८ एक नवमं जङ्सेदो राखा पूरी थीं जिनका काव ३०० धा। 
पटी शाखा एर जङ्‌ से ८ हाथ के अन्तर पर एक मैना वैदी थी ओर दूसरी 
द्राखा पर जङ्‌ से ३ + ४८३ हाथ के अन्तर पर एक कीड़ा वेटा था 1 यदह जैसे 
दी शाखा के ऊपर की ओर चलने खगा वैसे यी इस पर मैना स्षपटी तो वतावो 
कि पटे स्थान से किंतनी दूर जाने पर मेना ने उस कीड़े को पकड लिया । इस 
ग्रदन मं इतना हम जानते टैः कि कीड़े से मैना दूनी चरती थी । 
ङ० ४९ दाथ 
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1 


अभ्यास के सिये प्रञ्च। ३८९ 


२९। पक महाजन ने एक स्योतिपषी से प्रसन्न होकर कटा कि कल आप एक 
पीतर का डव्वा किसी से वनवा कर ठेते आद्येगा जो किं ठीक मेरी रूमार से 
चारो ओर वंध जाय तो म उस डव्वे को अह्रयो से भर कर आपको सङ्कल्प 
. करूगा । वतावो उयौतिपी कैसा व्व वनावे जिसमें उसे बहुत अदाफ्रियां मिटे । 
इतना यहां पर हम जानते हँ कि उस धनी के रूमार की टम्बाई साढ़ृपांच हाथ 
ओर चौडाई पने दो हाथ थी। | 

उ० यदि व्यास परिधि का सम्बन्ध होतो पौने 
दो हाथ के व्यास का जो एक गोखाकार व्वा बनेगा उस 
मं सवस अधिक्र अरा्ियां भरेगी । 
हरिगीत 
रखि दै छपाद्टुद्धिवेदिखतकृत खृतिजन मन लाय के । 
चटखराशिकटखन वरासि कर नवरारि चरममिखाय के ॥ 
धरि दान जौ वुद्धिबख गरवदलि सकर खठदहि हिखाय के । 
धन धान मान महान रृटि है होय परिय नृप रायके॥ 
इतिश्रीकृपाददत्तखतभ्रीखुधाकरद्विवेदिकूतं चख्राशिकलनं 
। सम्पणेम्‌ ॥ 
सित सावन शानि तेरस - वरस विरोधि । 
पूरन करियेड खुधाकर सव विधि रोधि ॥ 
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कै च "क क 
न ` त क । ` षी > = । # | ॥ "= भ+ ह 
। # 6 चक 
9 #ै चच कि % > = ^ 
^^ क चु न्व्‌ च 
 । -+ क) +, 
॥ ब 
। 
९ ७ ४ न % , ह १ 
क ॥ न |. भ # 
१ 
+न चे #^/ 
[, कैकः #॥ 
क 8 > ॥/ 
च क 
च कष, , 
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